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Abstrakt
Tato bakala´rˇska´ pra´ce se zaby´va´ problematickou magicke´ho ohodnocen´ı. Shrnuje za´kladn´ı
druhy magicky´ch ohodnocen´ı, nejd˚ulezˇiteˇjˇs´ı vy´sledky a uda´va´ prˇehledne´ prˇ´ıklady dane´ho
ohodnocen´ı prˇi pla´nova´n´ı sportovn´ıch turnaj˚u. Prˇina´sˇ´ı take´ nove´ vy´sledky v podobeˇ zo-
becneˇn´ı hendikepove´ho ohodnocen´ı, kdy zava´d´ıme takzvane´ upravene´ hendikepove´ ohod-
nocen´ı, ktere´ prˇirozeny´m zp˚usobem uvolnˇuje pozˇadavek nutnosti usporˇa´da´n´ı label˚u vr-
cholu do aritmeticke´ posloupnosti {1, 2, . . . , n} i pro grafy, ktere´ maj´ı mnozˇinu label˚u
{1, 2, . . . , n2 }
⋃
{n+42 , . . . , n + 1}. Pro toto noveˇ zadefinovane´ vrcholove´ ohodnocen´ı je zde
zcela vyrˇesˇena existence ohodnocen´ı pro trˇ´ıdu 2-pravidelny´ch graf˚u.
Kl´ıcˇova´ slova: sporotvn´ı turnaje, magicke´ ohodnocen´ı, hendikepove´ ohodnocen´ı,
upravene´ hendikepove´ ohodnocen´ı, 2-pravidelne´ grafy
Abstract
This bachelor thesis deals with magic labeling. The thesis summarizes basic types of
the magic labeling, the most important results, and presents clear examples of the labeling
when planning sports tournaments. It also provides new results in a form of the genera-
lized handicap labeling where a so-called modified handicap labeling is introduced which
naturally removes the requirement of the arrangement of vertex labels into an arithmetic
progression {1, 2, . . . , n}, even also for graphs which have labels arranged in the progres-
sion {1, 2, . . . , n2 }
⋃
{n+42 , . . . , n+ 1}. The existence of labeling for 2-regular graph class is
completely settled for the newly defined vertex labeling.
Keywords: sports tournaments, magic labeling, handicap labeling, modified handi-
cap labeling, 2-regular graphs
Seznam zkratek a pouzˇity´ch symbol˚u
G = (V,E) Graf G s mnozˇinou hran E a mnozˇinou vrchol˚u V
E(G) Mnozˇina hran grafu G
V (G) Mnozˇina vrchol˚u grafu G
vi i-ty´ vrchol grafu G
N(vi) Mnozˇina sousedn´ıch vrchol˚u vrcholu vi
deg(vi) Label vrcholu vi
Λ(G) Maxima´ln´ı label v grafu G
λ(G) Minima´ln´ı label v grafu G
r Pravidelnost grafu G
n Pocˇet vrchol˚u grafu G
Cn Cyklus na n vrcholech
Pn Cesta na n vrcholech
Kn Kompletn´ı graf s n vrcholy
Tn Strom na n vrcholech
Km,n Kompletn´ı bipartitn´ı graf s portitami o m a n vrcholech
f(vi) Ohodnocen´ı vrcholu vi
wf (vi) Va´ha vrcholu vi prˇi ohodnocen´ı f
1− VMV Magicke´ ohodnocen´ı grafu/Distance Magic labelings/1-vertex magic labelings
µ Magicka´ konstanta
ℓ Konstanta v prˇ´ıpadeˇ hendikepove´ho ohodnocen´ı
y Vynechany´ label
x Vynechana´ va´ha
k Konstanta odvozena´ prˇi vy´pocˇtu ℓ
a, b Startovn´ı vrcholy v konstrukci cyklu C6
A,B Typy mozˇny´ch zp˚usob˚u usporˇa´da´n´ı vrcholu v cyklu C6, pro ℓ liche´
C,D Typy mozˇny´ch zp˚usob˚u usporˇa´da´n´ı vrcholu v cyklu C6, pro ℓ sude´
L Liche´ cˇ´ıslo
S Sude´ cˇ´ıslo
vij i-ty´ vrchol v j-te´m cyklu
λ zobrazen´ı v prˇ´ıpadeˇ upravene´ho hendikepove´ho ohodnocen´ı.
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1 U´vod
Prˇedstavme si situaci, kdy ma´me za u´kol napla´novat sportovn´ı turnaj pro n ty´mu˚ (u´cˇastn´ık˚u,
souteˇzˇ´ıc´ıch,. . .). Zp˚usob, jaky´m tento turnaj napla´nujeme, za´vis´ı na mnozˇstv´ı pozˇadavk˚u,
ktere´ jsou na vytvorˇen´ı dane´ho turnaje kladeny. Pokud bude prˇ´ıliˇs mnoho ty´mu˚ a bude kla-
den pozˇadavek na odehra´n´ı cele´ho turnaje v prˇedem dane´m termı´nu, mu˚zˇeme napla´novat
turnaj syste´mem skupina + vyrˇazovac´ı kola. Ty´my nejprve rozdeˇl´ıme do jednotlivy´ch sku-
pin, z ktery´ch postoup´ı urcˇity´ pocˇet ty´mu˚, ktere´ na´sledneˇ zmeˇrˇ´ı sve´ s´ıly v play-off fa´zi
turnaje (fotbalova´ liga mistr˚u, mistrovstv´ı sveˇta ve fotbale,. . .). Pokud bude stanoveny´
termı´n pro odehra´t´ı turnaje prˇ´ıliˇs kra´tky´, mu˚zˇeme v turnaji vynechat skupinovou cˇa´st a
napla´novat pouze cˇa´st vyrˇazovac´ı (tenisovy´ Wimbledon,. . .). Turnaj napla´novany´ t´ımto
syste´mem ovsˇem nen´ı pro vsˇechny u´cˇastn´ıky spravedlivy´. Pokud budeme losovat jednot-
live´ ty´my do skupin a na´sledneˇ (nebo pouze) do pavouka play-off cˇa´sti na´hodneˇ, budou
mı´t jisteˇ veˇtsˇ´ı sˇanci postoupit do dalˇs´ıch kol turnaje silne´ ty´my, naproti tomu slabe´ ty´my
budou mı´t sˇanci mensˇ´ı. Ota´zkou tedy je, jak napla´novat turnaj tak, aby byl co nejspra-
vedliveˇjˇs´ı pro vsˇechny.
Nejspravedliveˇjˇs´ım syste´mem turnaje se zda´ by´t turnaj u´plny´. U´plny´ turnaj je takovy´
turnaj, kde ty´my odehraj´ı stejny´ pocˇet za´pas˚u a hraj´ı vsˇichni proti vsˇem, tedy kazˇdy´ ty´m
zmeˇrˇ´ı sve´ s´ıly se vsˇemi zby´vaj´ıc´ımi souperˇi v turnaji. Proble´m te´to formy turnaje mu˚zˇe
by´t cˇasova´ na´rocˇnost, kdy s prˇiby´vaj´ıc´ım pocˇtem souperˇ˚u znacˇneˇ nar˚usta´ pocˇet za´pas˚u,
ktery´ se mus´ı odehra´t. Celkem se v takove´m turnaji odehraje n(n−1)2 za´pas˚u, kde kazˇdy´
ty´m hraje n− 1 her. Syste´m u´plne´ho turnaje se zpravidla aplikuje, pokud je n ≤ 24
( sveˇtove´ fotbalove´ ligy, . . .), pro veˇtsˇ´ı pocˇet ty´mu˚ je tento turnaj prˇ´ıliˇs cˇasoveˇ na´rocˇny´.
Abychom zkra´tili cˇas potrˇebny´ k odehra´n´ı turnaje, mu˚zˇeme neˇktere´ za´pasy, ktere´ by se
meˇly v prˇ´ıpadeˇ u´plne´ho turnaje odehra´t, vynechat. Ty´my tedy neodehraj´ı vsˇech n − 1
her, ale pouze m, kde m je neˇjake´ cele´ kladne´ cˇ´ıslo veˇtsˇ´ı nezˇ jedna a samozrˇejmeˇ mus´ı
by´t mensˇ´ı nezˇ n − 1. Turnaj, kde kazˇdy´ ty´m odehraje pouze m utka´n´ı, budeme nazy´vat
neu´plny´ turnaj.
1.1 Neu´plne´ turnaje
Aby byl neu´plny´ turnaj spravedlivy´ pro vsˇechny u´cˇastn´ıky, mus´ıme zajistit zˇe nenastane
prˇ´ıpad, kdy silny´ ty´m bude hra´t m za´pas˚u proti slaby´m souperˇ˚um a slaby´ ty´m m za´pas˚u
proti silny´m souperˇ˚um. V takove´m turnaji by byl slaby´ ty´m jisteˇ znevy´hodneˇn. K se-
staven´ı neu´plne´ho turnaje mu˚zˇeme vyuzˇ´ıt znalosti z teorie graf˚u. Grafy jsou vhodny´m
prostrˇedkem, jak zobrazit turnaj. Jednotlive´ ty´my reprezentuj´ı vrcholy grafu a jednotlive´
za´pasy budou reprezentova´ny hranou mezi prˇ´ıslusˇny´mi vrcholy. Na obra´zku 1 je zna´zorneˇn
graf zastupuj´ıc´ı u´plny´ turnaj osmi ty´mu˚, kde ty´m jedna je reprezentova´n vrcholem v1, ty´m
dva vrcholem v2 a tak da´le. Za´pas ty´mu jedna z ty´mem dva je zna´zorneˇn hranou v1v2,
obdobneˇ pro ostatn´ı za´pasy.
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Obra´zek 1: Prˇ´ıklad u´plne´ho turnaje pro 8 ty´mu˚.
Abychom se mohli zaby´vat spravedlivost´ı neu´plne´ho turnaje, mus´ıme rˇ´ıct, co znamena´
pojem silny´ a slaby´ ty´m. Ty´mu˚m prˇiˇrad´ıme jejich s´ılu (naprˇ´ıklad na za´kladeˇ lonˇske´ho
umı´steˇn´ı v turnaji, nebo celkove´ ceny hra´cˇ˚u hraj´ıc´ıch v dane´m ty´mu) tak, zˇe kazˇde´mu
ty´mu prˇiˇrad´ıme cˇ´ıslo z posloupnosti 1, 2, . . . , n, nejsilneˇjˇs´ımu ty´mu prˇiˇrad´ıme cˇ´ıslo n a
bude reprezentova´n vrcholem vn, druhe´mu nejsilneˇjˇs´ımu ty´mu prˇiˇrad´ıme cˇ´ıslo n − 1 a
bude reprezentova´n vrcholem vn−1, nejslabsˇ´ı ty´m tedy dostane prˇiˇrazeno cˇ´ıslo 1 a bude
reprezentova´n vrcholem v1. Obecneˇ mu˚zˇeme psa´t, zˇe i-ty´ ty´m bude odpov´ıdat vrcholu vi
a bude disponovat s´ılou sn(i) = n+1− i. Celkova´ s´ıla vsˇech jeho souperˇ˚u v u´plne´m turnaji
je da´na vztahem Sn,n−1 =
(n+1)(n−2)
2 + i. Je zrˇejme´, zˇe jednotlive´ s´ıly ty´mu˚ budou tvorˇit
aritmetickou posloupnost s diferenc´ı 1. Index n uda´va´ pocˇet ty´mu˚ v turnaji a index n− 1
pocˇet za´pas˚u, ktery´ kazˇdy´ ty´m v u´plne´m turnaji odehraje. Pomoc´ı teorie grafu mu˚zˇeme
navrhnout trˇi typy neu´plny´ch turnaj˚u: spravedlivy´ neu´plny´ turnaj, vyrovnany´ neu´plny´
turnaj a hendikepovy´ turnaj. Pod´ıvejme se nyn´ı bl´ızˇe na jednotlive´ typy.
1.2 FIT a EIT neu´plne´ turnaje
Na´sleduj´ıc´ı terminologie FIT a EIT turnaj˚u je prˇevzata z cˇla´nku [2] od autor˚u Froncˇeka,
Kova´rˇe a Kova´rˇove´.
Definice 1.1. [2] Spravedlivy´ neu´plny´ turnaj znacˇ´ıme FIT(n,m), z anglicke´ho fair incom-
plete tournament, je turnaj n ty´m˚u, kde kazˇdy´ ty´m odehraje pra´veˇ m za´pas˚u a plat´ı, zˇe
soucˇet sil vsˇech souperˇ˚u, se ktery´mi se hra´cˇ i setka´, je:
Sn,m(i) =
(n+1)(n−2)
2 + i− t,
kde t ∈ N a uda´va´ soucˇet s´ıly hra´cˇ˚u se ktery´mi hra´cˇ i nebude hra´t.
Danou podmı´nku mu˚zˇeme ekvivalentneˇ prˇeformulovat do podoby w(vi) = ℓ − f(vi),
kde w(vi) je va´ha vrcholu vi a f(vi) je ohodnocen´ı vrchol˚u vi, tyto pojmy jsou definova´ny
v kapitole 2.
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Obra´zek 2: Prˇ´ıklad FIT(12,3) trunaje, kde ℓ = 26. Modrˇe je zna´zorneˇna obt´ızˇnost turnaje
(va´ha) pro jednotlive´ ty´my (vrcholy).
Tento turnaj je spravedlivy´ v tom smyslu, zˇe vsˇechny ty´my odehraj´ı stejny´ pocˇet za´pas˚u
a obt´ızˇnost turnaje pro kazˇdy´ ty´m je shodna´ s obt´ızˇnost´ı v u´plne´m turnaji, cozˇ je zˇa´douc´ı,
(pojmem obt´ızˇnost turnaje pro dany´ ty´m ma´me na mysli soucˇet sil oponent˚u, se ktery´mi
odehraje za´pas), ale je nevyrovnany´. Pokud t´ımto zp˚usobem napla´nujeme turnaj, bude
silny´ ty´m hra´t s ty´my slaby´mi a slaby´ ty´m s ty´my silny´mi a to uzˇ zˇa´douc´ı nen´ı. Rˇesˇen´ım
mu˚zˇe by´t pokusit se napla´novat turnaj tak, aby obt´ızˇnost turnaje byla pro vsˇechny ty´my
stejna´. Takovy´ turnaj budeme nazy´vat vyrovnany´ neu´plny´ turnaj.
Definice 1.2. [2] Vyrovnany´ neu´plny´ turnaj znacˇ´ıme EIT(n,r), z anglicke´ho equalized
incomplete tournament, je turnaj n ty´m˚u, kde kazˇdy´ ty´m odehraje pra´veˇ r za´pas˚u a plat´ı,
zˇe soucˇet sil vsˇech souperˇ˚u, se ktery´mi se hra´cˇ i setka´ je:
Sn,r(i) = µ, tedy, w(vi) = µ,
kde µ ∈ N.
V tomto turnaji je tedy obt´ızˇnost pro vsˇechny ty´my stejna´, nav´ıc plat´ı i zde, zˇe vsˇichni
odehraj´ı stejny´ pocˇet utka´n´ı.
Mu˚zˇeme si povsˇimnout, zˇe zat´ım co vynecha´n´ım za´pas˚u z u´plne´ho turnaje pro n ty´mu˚
z´ıska´me spravedlivy´ neu´plny´ turnaj FIT(n,m), tak vynecha´n´ım m za´pas˚u, ktere´ se meˇly v
FIT(n,m) turnaji hra´t, z´ıska´me turnaj EIT(n,n−1−m). V rˇecˇi teorie graf˚u tato veˇta znamena´,
zˇe pokud graf u´plne´ho turnaje oznacˇ´ıme G, graf FIT(n,m) turnaje G1 a graf EIT(n,n−1−m)
turnaje G2, tak graf G1 je doplneˇk grafu G2 do grafu G a naopak plat´ı, zˇe graf G2 je
doplneˇk grafu G1 do grafu G (vysveˇtlen´ı pojmu doplneˇk grafu je v kapitole 2).
V cˇla´nku 5 jsou take´ zmı´neˇny za´kladn´ı vy´sledky tykaj´ıc´ı se FIT(n,m) a EIT(n,r) turnaj˚u.
Veˇta 1.1. Necht’ EIT(n,r) je vyrovnany´ neu´plny´ turnaj. Pak r je sude´.
Tato veˇta rˇ´ıka´, zˇe pokud napla´nujeme neu´plny´ vyrovnany´ turnaj, pak pocˇet za´pas˚u,
ktere´ kazˇdy´ ty´m odehraje, je sudy´.
6
1
2
3
4
56
7
8
9
wf(8)=30
wf(9)=30
wf(7)=30
wf(6)=30 wf(5)=30
wf(4)=30
wf(3)=30
wf(2)=30
wf(1)=30
Obra´zek 3: Prˇ´ıklad EIT(9,6) trunaje, kde µ = 30. Modrˇe je zna´zorneˇna obt´ızˇnost turnaje
(va´ha) pro jednotlive´ ty´my (vrcholy).
Veˇta 1.2. Necht’ EIT(n,r) je vyrovnany´ neu´plny´ turnaj, kde n je sude´ a r ≡ 2 (mod 4).
Pak n ≡ 0 (mod 4).
Neboli, pokud ma´me vyrovnany´ neu´plny´ turnaj se sudy´m pocˇtem ty´mu˚ a r za´pas˚u,
kde r splnˇuje podmı´nku r ≡ 2 (mod 4), pak pocˇet ty´mu˚ v tomto turnaji je bezezbytku
deˇlitelny´ cˇtyrˇmi.
Nyn´ı uved’me trˇi veˇty, ktere´ na´m popisuj´ı, za jaky´ch podmı´nek jsme schopni dany´ turnaj
napla´novat, tzv. existencˇn´ı veˇty.
Veˇta 1.3. Pro n sude´ existuje EIT(n,r) pouze tehdy a jen tehdy, kdyzˇ 2 ≤ r ≤ n− 2,
r ≡ 0 (mod 4) a bud’ n ≡ 0 (mod 4), nebo n ≡ r + 2 ≡ 2 (mod 4).
EIT(n,r) jde napla´novat naprˇ´ıklad pro 12 ty´mu˚, kde kazˇdy´ ty´m odehraje 8 za´pas˚u.
Tento turnaj naopak napla´novat nejde, pokud budeme cht´ıt, aby kazˇdy´ ty´m v turnaji
odehra´l 6 za´pas˚u a pocˇet ty´mu˚ bude 10.
Veˇta 1.4. FIT(n,n−1−r) existuje tehdy a jen tehdy, pokud existuje EIT(n,r).
Existenci graf˚u EIT(n,r) jsme schopni v teorii graf˚u prosˇetrˇit pomoc´ı magicke´ho ohod-
nocen´ı 3.1, na´sledneˇ turnaj FIT(n,n−1−r), jak jizˇ bylo zmı´neˇno mu˚zˇeme, hledat jako do-
plneˇk turnaj˚u EIT(n,r) do kompletn´ıho turnaje.
Nyn´ı se pod´ıva´me na trˇet´ı typ neu´plny´ch turnaj˚u, na hendikepove´ turnaje.
1.3 Hendikepove´ turnaje
V jiste´m smyslu, se mohou zda´t jako nespravedlive´ i u´plne´ turnaje. Pokud uvazˇujeme vy´sˇe
popsany´ syste´m udeˇlova´n´ı s´ıly jednotlivy´m ty´mu˚m i zde, je zrˇejme´, zˇe v u´plne´m turnaji
bude nejsilneˇjˇs´ı ty´m hra´t pouze s ty´my slabsˇ´ımi a naopak nejslabsˇ´ı ty´m bude hra´t s ty´my
silneˇjˇs´ımi. Abychom tento nedostatek zmı´rnili, mu˚zˇeme se pokusit napla´novat turnaj tak,
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aby slabe´ ty´my nehra´ly s ty´my silny´mi a silne´ ty´my s ty´my slaby´mi. Takto napla´novany´
turnaj budeme nazy´vat hendikepovy´m turnajem. Pojem hendikepovy´ turnaj poprve´ zavedl
Froncˇek v cˇla´nku [7].
Definice 1.3. [7] Hendikepovy´ neu´plny´ turnaj znacˇ´ıme HAND(n,r) z anglicke´ho handicap
tournament, je turnaj n ty´m˚u, kde kazˇdy´ ty´m odehraje pra´veˇ r za´pas˚u a plat´ı, zˇe soucˇet
sil vsˇech souperˇ˚u, se ktery´mi se hra´cˇ i setka´, je:
Sn,r(i) = ℓ− i,
kde ℓ ∈ N.
Podmı´nku Sn,r(i) = ℓ − i mu˚zˇeme ekvivalentneˇ prˇeformulovat do podoby w(vi) =
ℓ+ f(vi).
1
2
3
4
5
6
7
8
wf(1)=1+l
wf(2)=2+l
wf(3)=3+l
wf(4)=4+l
wf(5)=5+l
wf(6)=6+l
wf(7)=7+l
wf(8)=8+l
Obra´zek 4: Prˇ´ıklad HAND(8,3) turnaje, kde ℓ = 9. Modrˇe je zna´zorneˇna obt´ızˇnost turnaje
(va´ha) pro jednotlive´ ty´my (vrcholy).
V hendikepove´m turnaji hraj´ı silne´ ty´my proti silny´m ty´mu˚m a slabe´ ty´my proti
slaby´m. Tento turnaj t´ım mu˚zˇe by´t i diva´cky atraktivneˇjˇs´ı, za´pas dvou vyrovnany´ch ty´mu˚
bude jisteˇ nap´ınaveˇjˇs´ı nezˇ za´pas, kde silny´ ty´m jednoznacˇneˇ poraz´ı ty´m slaby´. Hendike-
pove´ turnaje jsme schopni napla´novat pomoc´ı hendikepove´ho ohodnocen´ı z definice 4.1.
Obsa´hleji se hendikepove´mu ohodnocen´ı veˇnujeme v kapitole 4, kde jsou popsa´ny za´kladn´ı
vlastnosti a vy´sledky tohoto ohodnocen´ı.
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2 Za´kladn´ı pojmy a definice
V te´to kapitole se sezna´mı´me se za´kladn´ımi pojmy z oblasti teorie graf˚u potrˇebny´mi
k u´plne´mu pochopen´ı vy´sledk˚u te´to diplomove´ pra´ce. Jednotlive´ definice, pojmy a veˇty
jsou prˇevzaty z textu [10],[11] (jednotlive´ znacˇen´ı se mu˚zˇe liˇsit).
Jako prvn´ı a jedna z nejd˚ulezˇiteˇjˇs´ıch definic je definice jednoduche´ho neorientovane´ho
graf˚u. S jiny´mi typy grafu se v te´to pra´ci setka´vat nebudeme, v dalˇs´ım textu slovem graf
budeme tedy myslet jednoduchy´ neorientovany´ graf.
Definice 2.1. Jednoduchy´ neorientovany´ (obycˇejny´) graf G je usporˇa´dana´ dvojice (V,E),
kde V je mnozˇina vrchol˚u (mnozˇinu vrchol˚u grafu G oznacˇujeme V (G)) a E je mnozˇina
hran - mnozˇina vybrany´ch dvouprvkovy´ch podmnozˇin mnozˇiny V (mnozˇinu hran grafu G
oznacˇujeme E(G)).
v6
v5
v4
v3
v2
v1
Obra´zek 5: Prˇ´ıklad grafu G s mnozˇinou vrchol˚u {v1, v2, v3, v4, v5, v6} a mnozˇinou hran
{{v1, v6}, {v2, v4}, {v3, v5}, {v4, v5}, {v5, v6}}.
Na´zev grafu se obvykle oznacˇuje velky´m tiskac´ım p´ısmenem, v te´to pra´ci nejcˇasteˇji
p´ısmenem G. Prvky mnozˇiny vrchol˚u grafu G, tedy mnozˇiny V (G), budeme oznacˇovat
maly´m psac´ım p´ısmenem naprˇ´ıklad x, y, z, nebo take´ cˇasteˇji vi, vj , vk. Prvky mnozˇiny
hran grafu G, mnozˇiny E(G) potom jsou {x, y}, nebo zkra´ceneˇ xy a v druhe´m prˇ´ıpadeˇ
{vi, vj}, zkra´ceneˇ vivj .
Obycˇejny´ graf je tedy takovy´ graf, ktery´ nema´ zˇa´dnou hranu orientovanou (nen´ı uda´n
smeˇr hrany). V tomto grafu, take´ nejsou zˇa´dne´ smycˇky (v mnozˇineˇ hran E nen´ı dvo-
jice {vi, vi}) a dvojite´ hrany (v mnozˇineˇ hran E se nevyskytuje zˇa´dna´ dvojice {vi, vj}
dvakra´t). Graf mu˚zˇeme zada´vat pomoc´ı diagramu (prˇ´ıklad diagramu je na obra´zku 5),
nebo take´ vy´cˇtem vrchol˚u a vy´cˇtem hran. Pro graf na na obra´zku 5 by vypadal dany´ vy´cˇet
9
na´sledovneˇ:G = (V,G), kde V (G) = {v1, v2, v3, v4, v5, v6} a E(G) = {{v1, v6}, {v2, v4}, {v3, v5},
{v4, v5}, {v5, v6}}.
Definice 2.2. Podgraf H grafu G, je libovolny´ graf na mnozˇineˇ vrchol˚u V (H) ⊆ V (G) a
mnozˇineˇ hran E(H) ⊆ E(G).
v6
v5
v4
v3
v2
v1
Obra´zek 6: Prˇ´ıklad zelene´ho podgrafu H grafu G s mnozˇinou vrchol˚u V (H) = {v3, v5, v6}
a mnozˇinou hran E(H) = {{v3, v5}, {v5, v6}} .
Podgraf tedy vytvorˇ´ıme z libovolne´ho grafu t´ım, zˇe z mnozˇiny vrchol˚u odebereme
neˇktere´ vrcholy, nebo z mnozˇiny hran odebereme neˇktere´ hrany. Pokud odebereme vrchol,
mus´ıme take´ odstranit vsˇechny hrany, se ktery´mi byl dany´ vrchol incidentn´ı (hrana grafu
vzˇdy mus´ı mı´t na konci vrchol). Plat´ı take´, zˇe kazˇdy´ graf je sa´m sobeˇ podgrafem.
Nyn´ı se pod´ıvejme, co znamena´, kdyzˇ se rˇekne, zˇe dva vrcholy jsou sousedn´ı.
Definice 2.3. Dva vrcholy z mnozˇiny vrchol˚u v1, v2 ∈ V (G) jsou sousedn´ı (za´visle´) v grafu
G, pokud v tomto grafu existuje hrana {v1, v2}, tedy {v1, v2} ∈ E(G).
v1 v2
Obra´zek 7: Vrchol v1 a jeho soused vrchol v2.
Na obra´zku 7 je prˇ´ıklad dvou sousedn´ıch vrchol˚u, vrcholu v1, ktery´ ma´ za souseda
vrchol v2. Pokud bychom se pod´ıvali na graf z obra´zku 5, tak zde jsou naprˇ´ıklad sousedn´ı
tyto vrcholy: v1v6, v2v4, v3v5, v4v5, naopak vrchol v1 a vrchol v2 sousedn´ı nejsou, protozˇe
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hrana {v1, v2} v grafu G nen´ı ({v1, v2} /∈ E(G)).
Definice 2.4. Mnozˇina sousedn´ıch vrchol˚u vrcholu vi (znacˇ´ıme N(vi)) obsahuje vsˇechny
vrcholy vj, pro ktere´ plat´ı {vi, vj} ∈ E(G).
Vrcholy vj v grafu G, ktere´ jsou spojeny hranou s vrcholem vi ∈ V (G) patrˇ´ı do mnozˇiny
sousedn´ıch vrchol˚u vrcholu vi. Jako prˇ´ıklad si mu˚zˇeme opeˇt vz´ıt graf G z obra´zku 5, kde
mnozˇina N(v5) = {v3, v4, v6} (mnozˇina sousedn´ıch vrchol˚u vrcholu v5).
Definice 2.5. Stupenˇ vrcholu vi ∈ V (G) (znacˇ´ıme deg(vi)) je roven pocˇtu hran, se ktery´mi
je dany´ vrchol incidentn´ı.
Velice snadno si mu˚zˇeme rozmyslet, zˇe vrchol vi ∈ V (G) nikdy nemu˚zˇe mı´t stupenˇ
veˇtsˇ´ı, nezˇ je celkovy´ pocˇet vrchol˚u v grafu, bez onoho vrcholu vi (v obycˇejne´m grafu
nemu˚zˇe by´t vrchol sa´m se sebou sousedn´ı). Z toho plyne d˚usledek:
Du˚sledek 2.1. Maxima´ln´ı mozˇny´ stupenˇ vrcholu vi v grafu G je deg(vi) = |V (G)| − 1.
Jako na´zorny´ prˇ´ıklad si nyn´ı mu˚zˇeme vz´ıt vrchol v5 z grafu G na obra´zku 5, ktery´ ma´
label vrcholu deg(v5) = 3. Nejveˇtsˇ´ı stupenˇ v grafu G znacˇ´ıme ∆(G), nejmensˇ´ı stupenˇ δ(G)
a pokud je v grafu zastoupen vrchol pro neˇjzˇ plat´ı deg(vi) = 0, nazy´va´me tento vrchol
izolovany´m vrcholem.
deg(v1)=1
deg(v2)=0
deg(v3)=2
deg(v4)=2
deg(v5)=3
deg(v6)=2
Obra´zek 8: Prˇ´ıklad grafu G s maxima´ln´ım stupenˇ ∆(G) = 3 a s minima´ln´ım stupneˇm
δ(G) = 0.
Stupenˇ vrcholu je velice u´zce spjat s pravidelnost´ı grafu. Naprˇ´ıklad, pokud maj´ı vsˇechny
vrcholy v grafu G stupenˇ dva, nazy´va´me graf G 2-pravidelny´ (prˇ´ıklad pravidelne´ho grafu
je na obra´zku 9). Uved’me nyn´ı definici r-pravidelne´ho grafu:
Definice 2.6. Pokud v grafu G, ∀vi ∈ V (G) plat´ı: deg(vi) = r, pak nazveme graf G
r-pravidelny´m (r-regula´rn´ım).
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v5
v4
v3
v2
v1
v6
v7
v8
Obra´zek 9: Prˇ´ıklad 3-pravidelne´ho grafu na 8 vrcholech.
Rˇada graf˚u ma´ sve´ vlastn´ı oznacˇen´ı (jme´no), nyn´ı uved’me neˇktere´ z nich. Jako prvn´ı
definujeme trivia´ln´ı graf.
Definice 2.7. Graf G = (V,E) nazveme grafem trivia´ln´ım, pokud mnozˇina vrchol˚u V (G)
obsahuje pouze jeden prvek a mnozˇina hran E(G) je pra´zdna´ mnozˇina.
v1
Obra´zek 10: Prˇ´ıklad trivia´ln´ıho grafu G s mnozˇinou vrchol˚u V (G) = {v1}.
Trivia´ln´ı graf mu˚zˇeme zapisovat ve tvaru G = (V, ∅), jedna´ se pouze o samostatny´
vrchol. Prˇ´ıklad trivia´ln´ıho grafu je na obra´zku 10.
Dalˇs´ım typem grafu, ktery´ ma´ sve´ vlastn´ı oznacˇen´ı, je cyklus, nebo neˇkdy take´ kruzˇnice
(v te´to pra´ci budeme vyuzˇ´ıvat na´zev Cyklus).
Definice 2.8. Graf s mnozˇinou vrchol˚u V = {v1, v2, . . . , vn}, kde n ≥ 3 a mnozˇinou hran
E = {v1v2, v2v3, . . . , vn−1vn, vnv1}, se nazy´va´ cyklus a znacˇ´ıme jej Cn.
Cyklus (prˇ´ıklad cyklu je na obra´zku 11) oznacˇujeme velky´m tiskac´ım p´ısmenem C s
indexem n, kde n znacˇ´ı pocˇet vrchol˚u v cyklu. Je zrˇejme´, zˇe pocˇet vrchol˚u v cyklu mus´ı by´t
minima´lneˇ trˇi. Pokud by byl vrchol pouze jeden, jednalo by se o trivia´ln´ı graf (obra´zek 10).
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v6
v5
v4
v3
v2
v1
vn
vj
Obra´zek 11: Prˇ´ıklad cyklu Cn de´lky n.
Abychom mohli uve´st definici grafu trˇ´ıdy cesta, mus´ıme nejprve uve´st co je to sled v
grafu.
Definice 2.9. Sled (v0, vn) v grafu G je takova´ posloupnost vrchol˚u a hran (v0, e1, v2, e2, . . . , en, vn),
zˇe hrana ei ma´ pocˇa´tecˇn´ı vrchol vi−1 a koncovy´ vrchol vi.
v6
v5
v4
v3
v2
v1
e1e2
e3
e4
e5
Obra´zek 12: Prˇ´ıklad (v1, v3)-sledu (znacˇen zelenou barvou) v grafu G s posloupnost´ı vr-
chol˚u a hran (v1, e5, v6, e4, v5, e2, v3).
Nyn´ı jizˇ ma´me vsˇe potrˇebne´ k napsa´n´ı definice grafu s na´zvem cesta.
Definice 2.10. Cesta Pn v grafu G je sled (vi, vj), ve ktere´m se neopakuj´ı vrcholy. Cestu
s pocˇa´tecˇn´ım vrcholem vi a koncovy´m vrcholem vj budeme nazy´vat (vi, vj)-cesta.
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v6
v5
v4
v3
v2
v1
vn
Obra´zek 13: Prˇ´ıklad cesty Pn de´lky n.
Pocˇet hran, ktere´ cesta obsahuje, uda´vaj´ı jej´ı de´lku. Ma´-li tedy cesta n − 1 hran,
rˇekneme, zˇe tato cesta je de´lky n−1. Maxima´ln´ı mozˇny´ stupenˇ vrcholu v cesteˇ je ∆(V ) = 2.
Cesta je tedy sled, ve ktere´m se neopakuje zˇa´dny´ vrchol. Je snadne´ si rozmyslet, zˇe se tedy
nemu˚zˇe opakovat ani zˇa´dna´ hrana.
Definice 2.11. Graf s oznacˇen´ım Kn nazveme kompletn´ım grafem, pokud v tomto grafu
jsou kazˇde´ dva vrcholy sousedn´ı.
v5
v4
v3
v2
v1
v6
v7
v8
Obra´zek 14: Prˇ´ıklad kompletn´ıho grafu K8.
I zde, jako v prˇ´ıpadeˇ grafu trˇ´ıdy cyklus a cesta, znacˇ´ı index n pocˇet vrchol˚u v grafu.
Ekvivalentneˇ take´ mu˚zˇeme psa´t, graf je kompletn´ı, pokud obsahuje vsˇech
(
n
2
)
hran. Trivia´ln´ı
je si rozmyslet, zˇe kazˇdy´ kompletn´ı graf mus´ı by´t za´rovenˇ grafem pravidelny´m, kde stupenˇ
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kazˇde´ho vrcholu je deg(vi) = |V (G)| − 1, tedy nejveˇtsˇ´ı mozˇny´.
S pojmem kompletn´ı graf souvis´ı pojem doplneˇk grafu.
Definice 2.12. Rˇekneme, zˇe graf G¯ = (V, E¯) je doplneˇk grafu G = (V,E), pokud plat´ı
E¯ =
(
V
2
)
\E, kde symbolem
(
V
2
)
, rozumı´me syste´m vsˇech dvouprvkovy´ch podmnozˇin mnozˇiny
V .
v5
v4
v3
v2
v1
v6
v7
v8
v5
v4
v3
v2
v1
v6
v7
v8
G G
Obra´zek 15: Prˇ´ıklad grafu G¯, ktery´ je doplnˇkem grafu G do kompletn´ıho grafu K8 z
obra´zku 14.
Doplneˇk grafu tvorˇ´ı hrany, ktere´ p˚uvodn´ımu grafu chybeˇly do grafu kompletn´ıho.
Nyn´ı se pod´ıva´me na graf s oznacˇen´ım strom, prˇed samotnou definic´ı mus´ıme jesˇteˇ
rˇ´ıct, co je to takzvany´ souvisly´ graf.
Definice 2.13. Graf G je souvisly´, pokud pro kazˇdou dvojici vrchol˚u vi, vj ∈ V (G) existuje
(vi, vj)-sled, v opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ rˇekneme, zˇe je nesouvisly´.
v6
v5
v4
v3
v2
v1
v6
v5
v4
v3
v2
v1
G1 G2
Obra´zek 16: Prˇ´ıklad souvisle´ho grafu G1 a nesouvisle´ho grafu G2.
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Souvisly´ graf je tedy takovy´ graf, ve ktere´m existuje sled pro kazˇdou dvojici vrchol˚u.
Nyn´ı jizˇ mu˚zˇeme prˇikrocˇit k samotne´ definici stromu.
Rˇekneme-li, zˇe graf je acyklicky´, znamena´ to, zˇe zˇa´dny´ jeho podgraf nen´ı cyklus.
Definice 2.14. Graf Tn, kde n je pocˇet vrchol˚u v grafu, nazveme stromem, pokud je
souvisly´ a acyklicky´.
v6v5
v4
v3v2
v1
v7
vn
Obra´zek 17: Prˇ´ıklad stromu Tn, na n vrcholech.
Snadno si mu˚zˇeme rozmyslet, zˇe pokud je neˇjaky´ graf strom, tak v tom grafu mu˚zˇe
by´t ∆(G) maxima´lneˇ n−1. Vrchol˚um v grafu Tn, pro ktere´ plat´ı deg(vi) = 1, rˇ´ıka´me listy.
Jako posledn´ı specia´ln´ı graf, ktery´ nese sve´ jme´no, uvedeme kompletn´ı bipartitn´ı graf.
Definice 2.15. Graf Km,n nazveme kompletn´ı bipartitn´ı s partitami U ,W , kde m = |U |
a n = |W |, pokud mnozˇina vrchol˚u V (G) je sjednocen´ı dvou nepra´zdny´ch disjunktn´ıch
mnozˇin U , W a mnozˇina hran je E = {uw : ∀u ∈ U ∧ ∀w ∈W}.
u1
u2
w1
w2
w3
u1
u2
u3
u4
w1
Obra´zek 18: Prˇ´ıklad kompletn´ıho bipartitn´ıho grafu K2,3, a K4,1.
Definice 2.16. Ohodnocen´ı grafu G je funkce f , ktera´ prˇirˇad´ı vrchol˚um, hrana´m, nebo
vrchol˚um i hrana´m v grafu G cˇ´ısla, nejcˇasteˇji z mnozˇiny prˇirozeny´ch cˇ´ısel.
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Rozliˇsujeme za´kladn´ı trˇi typy ohodnocen´ı grafu:
1. Hranove´ – ohodnocen´ı f : E(G)→ N, kdy jsou hodnoty prˇiˇrazene´ pouze hrana´m.
2. Vrcholove´ – ohodnocen´ı f : V (G)→ N, kdy jsou hodnoty prˇiˇrazene´ pouze vrchol˚um.
3. Tota´ln´ı – ohodnocen´ı f : E(G)∪ V (G)→ N, kdy jsou hodnoty prˇiˇrazene´ vrchol˚um i
hrana´m.
v6
v5
v4
v3
v2
v1
G1 G2 G3
1
2
5
3
7
4
e1
e2
e3
e4
e5
3
5 7
2
1
1
2
5
3
7
4
3
1
5 7
2
Obra´zek 19: Prˇ´ıklad vrcholove´ho ohodnocen´ı (graf G1), hranove´ho ohodnocen´ı (graf G2)
a tota´ln´ıho ohodnocen´ı (graf G3).
Pokud ma´me graf, ve ktere´m je vrcholove´ ohodnocen´ı f , mu˚zˇeme pro takovy´ graf zave´st
pojem va´ha vrcholu.
Definice 2.17. Va´ha vrcholu vi grafu G prˇi vrcholove´m ohodnocen´ı f se rovna´
wf (vi) =
∑
vj∈N(vi)
f(vj)
a znacˇ´ı se wf (vi).
1
2
5
3
7
4
wf(v1)=7
wf(v2)=3
wf(v3)=4
wf(v5)=15
wf(v6)=5
wf(v4)=6
Obra´zek 20: Prˇ´ıklad zna´zorneˇn´ı jednotlivy´ch vah v grafu G, prˇi ohodnocen´ı f .
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Na za´veˇr te´to kapitoly uvedeme definici injektivn´ıho, surjektivn´ıho a bijektivn´ıho zob-
razen´ı. Tato zobrazen´ı v dalˇs´ım textu budeme vyuzˇ´ıvat.
Definice 2.18. Surjektivn´ı zobrazen´ı, nebo take´ zobrazen´ı na, je zobrazen´ı, kde kazˇdy´
prvek z mnozˇiny obraz˚u je prˇirˇazen alesponˇ jednomu prvku z mnozˇiny vzor˚u.
V prˇ´ıpadeˇ surjektivn´ıho zobrazen´ı ma´ kazˇdy´ prvek z mnozˇiny obraz˚u prˇiˇrazeny´ alesponˇ
jeden vzor. Nyn´ı si rˇekneˇme co je zobrazen´ı injektivn´ı.
Definice 2.19. Injektivn´ı zobrazen´ı, nebo take´ zobrazen´ı proste´, je zobrazen´ı, ktere´ prˇirˇad´ı
kazˇde´mu prvku z mnozˇiny vzor˚u jeden prvek z mnozˇiny obraz˚u, nav´ıc zˇa´dne´ dva vzory
nemaj´ı prˇirˇazeny´ stejny´ prvek z mnozˇiny obraz˚u.
Na rozd´ıl od surjektivn´ıho zobrazen´ı, kde musel mı´t kazˇdy´ obraz sv˚uj vzor, tak
v prˇ´ıpadeˇ injektivn´ıho zobrazen´ı mus´ı mı´t kazˇdy´ vzor sv˚uj jedinecˇny´ obraz.
Jako posledn´ı na´m zby´va´ uve´st definici zobrazen´ı bijektivn´ıho.
Definice 2.20. Bijektivn´ı zobrazen´ı, nebo take´ vza´jemneˇ jednoznacˇne´ zobrazen´ı, je zobra-
zen´ı, ktere´ je za´rovenˇ zobrazen´ı injektivn´ı i zobrazen´ı surjektivn´ı.
V bijektivn´ım zobrazen´ı ma´ tedy kazˇdy´ vzor pra´veˇ jeden obraz a kazˇdy´ obraz pra´veˇ
jeden vzor.
v1
v2
v3
o1
o2
Mnoina vzoru
Mnoina obraz
v1
v2
o1
o2
Mnoina vzoruMnoina obraz
f1
o3
f2
Mnoina obraz
Mnoina vzoru o1
o2
o3
v1
v2
v3
f3
Obra´zek 21: Prˇ´ıklad surjektivn´ıho zobrazen´ı (f1), injektivn´ıho zobrazen´ı (f2) a bijektivn´ıho
zobrazen´ı (f3).
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3 Prˇehled vy´sledk˚u 1-VMV ohodnocen´ı
V te´to kapitole se sezna´mı´me s neˇktery´mi grafovy´mi ohodnocen´ımi a za´kladn´ımi vy´sledky.
Protozˇe problematika ohodnocen´ı graf˚u je velice sˇiroka´ a jednotlivy´ch trˇ´ıd grafovy´ch ohod-
nocen´ı je mnoho, budeme se zde prˇeva´zˇneˇ zaby´vat skupinou ohodnocen´ı, ktere´ patrˇ´ı do
trˇ´ıdy Sigma labelings, 1-VMV, nebo take´ 1-vartex magic labelings.
Jako prvn´ı se pod´ıva´me na takzvane´ magicke´ ohodnocen´ı graf˚u, nebo take´ 1− VMV
ohodnocen´ı.
Definice 3.1. 1-VMV ohodnocen´ı grafu G = (V,E) je bijektivn´ı zobrazen´ı
f : V (G)→ {1, 2, 3, . . . , n} takove´, zˇe pro kazˇdy´ vrchol vi ∈ V (G) plat´ı:
wf (vi) =
∑
vj∈N(vi)
f(vj) = µ,
kde µ je takzvana´ magicka´ konstanta.
Jedna´ se tedy o vrcholove´ ohodnocen´ı, kde kazˇdy´ vrchol ma´ stejnou va´hu. Nebo-li,
pokud pro kazˇdy´ jednotlivy´ vrchol vi secˇteme labely jeho soused˚u, dostaneme pro vsˇechny
vrcholy stejnou hodnotu va´hy. Tato hodnota se nazy´va´ magicka´ konstanta grafu G a znacˇ´ı
se µ.
4
3
2
1
Obra´zek 22: Prˇ´ıklad 2-pravidelne´ho grafu G na n = 4 vrcholech s 1-VMV ohodnocen´ım,
kde µ = 5.
Pro magicke´ ohodnocen´ı bylo neza´visle na sobeˇ nalezeno jizˇ mnoho vy´sledk˚u. Za
za´kladn´ı vy´sledky mu˚zˇeme povazˇovat nasleduj´ıc´ı vy´sledky.
Pro grafy, kde r je liche´ 1-VMV ohodnocen´ı neexistuje. To je d˚usledek vztahu z cˇla´nku
[1] ∑
vj∈V (G)
deg(vi)f(vi) = kn,
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kde f je magicke´ ohodnocen´ı v grafu G, µ magicka´ konstanta a n je pocˇet vrchol˚u v grafu
G. Z tohoto tvrzen´ı mu˚zˇeme odvodit vztah pro vy´pocˇet magicke´ konstanty pro pravidelny´
graf µ = r(n+1)2 .
Jsou zna´me´ take´ za´kladn´ı vy´sledky pro neˇkolik trˇ´ıd graf˚u, naprˇ´ıklad pro kompletn´ı m-
partitn´ı graf Km,n (m,n > 1), ktery´ ma´ kazˇdou partitu velikosti n mu˚zˇe existovat magicke´
ohodnocen´ı pouze pokud n je sude´, nebo n a m je soucˇasneˇ liche´.
Da´le cesta Pn je 1-VMV, pokud n = 1, nebo n = 3. Cyklus muzˇe by´t magicky ohodnocen
pouze, pokud n = 4, kompletn´ı Kn graf mu˚zˇe obsahovat magicke´ ohodnocen´ı pouze v
prˇ´ıpadeˇ, kdy se jedna´ o graf trivia´ln´ı, tedy n = 1. Jako posledn´ı zminˇme graf typu strom
Tn, pro tento graf mu˚zˇe existovat 1-VMV ohodnocen´ı pouze tehdy a jen tehdy, kdyzˇ se
jedna´ o cestu P1, tedy T = P1, nebo kdyzˇ se jedna´ o cestu P3, tedy T = P3.
Tyto vy´sledky jsou prˇevzaty z cˇla´nku [1].
1 2
3
4
5
6
7
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9
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Obra´zek 23: Prˇ´ıklad 14-pravidelne´ho grafu G na n = 19 vrcholech s 1-VMV ohodnocen´ım,
kde µ = 140.
Ota´zku existence 1-VMV ohodnocen´ı v prˇ´ıpadeˇ r-pravidelny´ch graf˚u, je vhodne´ rozdeˇlit
na dva prˇ´ıpady. Na prˇ´ıpad, kdy se jedna´ o r-pravidelny´ grafu na sude´m pocˇtu vrchol˚u (tedy
n je sude´) a pro prˇ´ıpad, kdy se jedna´ o r-pravidelny´ graf na liche´m pocˇtu vrchol˚u (n je
liche´).
Pro prˇ´ıpad, kdy je n sude´, je existence ohodnocen´ı zcela vyrˇesˇena v cˇla´nku [2]. 1-VMV
ohodnocen´ı existuje v r-pravidelne´m grafu G na n vrcholech (n je sude´) pra´veˇ tehdy, je-li
r v rozmez´ı 2 ≤ r ≤ n − 2, r ≡ 0 (mod 2) a je splneˇna bud’ podmı´nka r ≡ 0 (mod 4),
nebo podmı´nka r ≡ r + 2 ≡ 0 (mod 4). Pocˇet vrchol˚u n i pravidelnost r musej´ı tedy by´t
deˇlitelne´ 4-mi bezezbytku.
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V prˇ´ıpadeˇ, kdy pocˇet vrchol˚u je lichy´, je existence 1-VMV ohodnocen´ı vyrˇesˇena pro
2−, 4−, 6−, 8−, 10−, 12− a 14−pravidelne´ grafy. U vsˇech teˇchto pravidelnost´ı byla sta-
novena hranice pocˇtu vrchol˚u, kdy 1-VMV ohodnocen´ı mu˚zˇe existovat. V prˇ´ıpadeˇ grafu
dva pravidelne´ho je doln´ı mez existence n ≥ 4. Bylo zjiˇsteˇno, zˇe 1-VMV existuje pro
2-pravidelny´ graf pouze pokud se jedna´ o t (t je cele´ cˇ´ıslo) kopi´ı cyklu C4 [1]. 1-VMV
ohodnocen´ı existuje pro 4-pravidelny´ graf pra´veˇ tehdy a jen tehdy, kdyzˇ n ≥ 17 [3], pro
6-pravidelny´ graf pra´veˇ tehdy a jen tehdy, kdyzˇ n = 9, nebo n ≥ 13, pro 8-pravidelny´,
10-pravidelny´ a 12-pravidelny´ graf pouze tehdy, kdyzˇ n ≥ 15 [4]a pro 14-pravidelny´ graf
je mez existence n ≥ 19 [11].
Je take´ zna´mo neˇkolik vy´sledk˚u, kdy 1-VMV ohodnocen´ı existovat v dane´m grafu nemu˚zˇe
(na´sleduj´ıc´ı vy´sledky jsou z cˇla´nku [1]). Pokud je graf G rˇa´du n a ma´ dva vrcholy stupneˇ
n−1, pak v G nemu˚zˇe 1−VMV ohodnocen´ı existovat. Nakonec zminˇme vy´sledky neexis-
tence dane´ho ohodnocen´ı, ktere´ souvis´ı se stupneˇm vrchol˚u. Pokud graf obsahuje cestu
(v1, v2, v3, v4, v5) takovou, zˇe plat´ı deg(v2) = deg(v4) = 2, tak graf G nen´ı 1-VMV.
Da´le G nemu˚zˇe mı´t 1-VMV ohodnocen´ı, pokud obsahuje dva vrcholy v1, v2 takove´, zˇe
|N(v1) ∩ N(v2)| = deg(v1) − 1 = deg(v2) − 1, nebo pokud v grafu plat´ı: ∆(∆ + 1) >
δ(2n− δ + 1), kde ∆ je nejveˇtsˇ´ı stupenˇ v G a δ nejmensˇ´ı stupenˇ.
4 Hendikepove´ ohodnocen´ı.
V cˇla´nku [7] bylo zavedeno ohodnocen´ı, kdy va´ha vrcholu nen´ı konstantn´ı, ale za´vis´ı na
labelu konkre´tn´ıho vrcholu.
Definice 4.1. Necht’ G = (V,E) je jednoduchy´ neorientovany´ graf s n vrcholy. Zobrazen´ı
f : V → {1, 2 . . . , n} je nazy´va´no handikepove´ ohodnocen´ı, pokud existuje cele´ cˇ´ıslo l,
takove´, zˇe:
∑
u∈N(v) f(u) = l + f(v),
kde
∑
u∈N(v) f(u) je va´ha wf (v) vrcholu v.
Graf G = (V,E) ktery´ obsahuje hendikepove´ ohodnocen´ı budeme nazy´vat hendikepovy´
graf, nav´ıc pro r-pravidelne´ grafy umı´me spocˇ´ıtat va´hu jednotlivy´m vrchol˚um vi ∈ V (G).
Uved’me nyn´ı, neˇktere´ za´kladn´ı vy´sledky, z teorie hendikepovy´ch ohodnocen´ı:
Veˇta 4.1. [5] V r-pravidelne´m hendikepove´m grafu G na n vrcholech je va´ha kazˇde´ho
vrcholu da´na vztahem:
w(i) = (r−1)(n+1)2 + i
V cˇla´nku [5] je uvedeno neˇkolik omezen´ı, kdy hendikepove´ ohodnocen´ı nemu˚zˇe existo-
vat. Uved’me si nejd˚ulezˇiteˇjˇs´ı z nich:
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v4
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v1
v7
v8
v12
v11
v10
v9
Obra´zek 24: Prˇ´ıklad 5-pravidelne´ho grafuG na 12 vrcholech s hendikepovy´m ohodnocen´ım,
kde ℓ = 26.
Veˇta 4.2. [5] Neexistuje zˇa´dny´ r-pravidelny´ hendikepovy´ graf s n vrcholy, pokud r a n
jsou suda´.
Veˇta 4.3. [5] Neexistuje r-pravidelny´ hendikepovy´ graf s n vrcholy, jestliˇze:
r ≡ 1 (mod 4) a n ≡ 2 (mod 4).
Veˇta 4.4. [5] Neexistuje zˇa´dny´ netrivia´ln´ı r-pravidelny´ hendikepovy´ graf s n vrcholy, pokud
r = 1, r = 2, r = n− 1 a r = n− 2t, kde t patrˇ´ı mezi prˇirozena´ cˇ´ısla.
V na´sleduj´ıc´ıch dvou veˇta´ch budeme vyuzˇ´ıvat na´sleduj´ıc´ı graf. Graf G = c(KaKb) je
graf skla´daj´ıc´ı se z c vza´jemneˇ disjunktn´ıch kopi´ı karte´zske´ho soucˇinu kompletn´ıho grafu
Ka a kompletn´ıho grafu Kb.
Veˇta 4.5. [5] Necht’ a a b jsou suda´ kladna´ cela´ cˇ´ısla takova´ zˇe 2 ≤ a ≤ b, 4 < ab a
c ∈ N. Da´le necht’ n = abc a G = c(KaKb). Pak doplneˇk grafu G je hendikepovy´ graf s
n vrcholy.
Veˇta 4.6. [6] Necht’ a, b, c a q jsou kladna´ cela´ cˇ´ısla, takova´ zˇe 1 < q ≤ a ≤ b, 4 < ab,
q|c, q < c a a ≡ b ≡ c (mod 2). Da´le necht’ n = abc a G = c(KaKb). Pak doplneˇk grafu
G je hendikepovy´ graf s n vrcholy.
Na za´veˇr uved’me jednu existencˇn´ı veˇtu pro 3-pravidelne´ grafy:
Veˇta 4.7. [5] Meˇjme 3-pravidelny´ hendikepovy´ graf G s n vrcholy, pak existuje 3-pravidelny´
hendikepovy´ graf s n+ 8 vrcholy.
Nyn´ı zkusme hendikepove´ ohodnocen´ı neˇjaky´m zp˚usobem zobecnit tak, abychom obecneˇjˇs´ı
ohodnocen´ı nalezli i v grafech, ktere´ z d˚uvod˚u tvrzen´ı prˇedesˇly´ch dvou veˇt toto ohodnocen´ı
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obsahovat nemohou.
V na´sleduj´ıc´ım textu na´s budou zaj´ımat hlavneˇ grafy se sudy´m pocˇtem vrchol˚u. Grafy
s lichy´m pocˇtem vrchol˚u budeme opomı´jet, protozˇe budeme da´le pracovat z grafy, ktere´
maj´ı pravidelnost a pocˇet vrchol˚u v souladu s veˇtou 4.2, nebo veˇtou 4.3, ve ktery´ch se
grafy s lichy´m pocˇtem vrchol˚u nevyskytuj´ı.
5 Zobecneˇn´ı hendikepove´ho ohodnocen´ı
Mu˚zˇeme se pokusit vynechat z mnozˇiny label˚u {1, 2, . . . , n + 1} jeden label a z mnozˇiny
vah {ℓ+ 1, ℓ+ 2, . . . , ℓ+ n+ 1} jednu va´hu, kde ℓ je prˇirozene´ cˇ´ıslo.
Oznacˇme vynechanou va´hu symbolem x a vynechany´ label symbolem y. Rovnice pro
vy´pocˇet va´hy bude tedy vypadat takto:
∑
u∈N(v)
f(u)− x = ℓ+ f(v)− y
Nyn´ı se pokusme vyja´drˇit vztah pro konstantu ℓ, sumu vycˇ´ısl´ıme a uprav´ıme:
nℓ+
n+1∑
i=1
i− x = r(
n+1∑
i=1
i− y),
nℓ+
(n+ 1)(n+ 2)
2
− x = r
(
(n+ 1)(n+ 2)
2
− y
)
,
nℓ =
r(n+ 1)(n+ 2)
2
−
(n+ 1)(n+ 2)
2
− ry + x,
nℓ = (r − 1)
(n+ 1)(n+ 2)
2
− ry + x,
nℓ = (r − 1)
n(n+ 2)
2
+
(r − 1)1(n+ 2)
2
− ry + x,
Dosta´va´me prˇedpis pro vy´pocˇet konstanty ℓ v za´vislosti na parametrech x a y:
ℓ =
(r − 1)(n+ 2)
2
+
(r − 1)(n+ 2)
2n
+
(x− ry)
n
.
Vı´me, zˇe ℓ mus´ı by´t cele´ cˇ´ıslo. Zlomek (r−1)(n+2)2 je vzˇdy celocˇ´ıselny´ (n je vzˇdy sude´).
Nemus´ıme se tedy t´ımto vy´razem zaby´vat a mu˚zˇeme psa´t:
ℓ =
(r − 1)(n+ 2)
2
+ k.
Kde k = (r−1)(n+2)2n +
(x−ry)
n
a pozˇadujeme, aby k bylo cele´ cˇ´ıslo. Nab´ız´ı se tedy ota´zka,
jak dosadit hodnoty x a y tak, aby k cele´ cˇ´ıslo bylo.
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x mu˚zˇe naby´vat hodnoty {1, 2 . . . , n+ 1},
y mu˚zˇe naby´vat hodnoty {1, 2 . . . , n+ 1}.
Pokusme se nyn´ı urcˇit interval hodnot, ktere´ k mu˚zˇe naby´vat. Na´sledneˇ urcˇ´ıme meze i pro
promeˇnou x a y. Dane´ meze na´m daj´ı hruby´ odhad, jake´ hodnoty za promeˇnne´ dosadit
tak, abychom zbyle´ nezna´me´ dostali celocˇ´ıselne´ a tedy mohli se pokusit graf s danou
pravidelnost´ı a pocˇtem vrchol˚u sestrojit.
5.1 Urcˇen´ı mez´ı pro k
Stanov´ıme tedy nejprve meze intervalu mozˇny´ch hodnot k, dosad’me do vztahu pro k
hodnoty x = n+ 1, y = 1, aby byl zlomek co nejveˇtsˇ´ı a spocˇteˇme horn´ı mez:
k ≤
(r − 1)(n+ 2)
2n
+
2(n+ 1− r)
2n
, (1)
k ≤
rn+ 2r − n− 2 + 2n+ 2− 2r
2n
,
k ≤
n+ rn
2n
,
k ≤
r + 1
2
.
Nyn´ı dosad´ıme hodnoty x = 1, y = n+1, aby byl zlomek co nejmensˇ´ı a spocˇteme doln´ı
mez:
k ≥
(r − 1)(n+ 2)
2n
+
2(1− r(n+ 1))
2n
, (2)
k ≥
rn− n− 2 + 2r + 2− 2rn− 2r
2n
,
k ≥
−n− rn
2n
,
k ≥ −
r + 1
2
.
Parametr k tedy mu˚zˇe naby´vat hodnoty z intervalu 〈− r+12 ,
r+1
2 〉. Tento interval je
za´visly´ pouze na stupni pravidelnosti r, takzˇe cˇ´ım veˇtsˇ´ı pravidelnost grafu, t´ım v´ıce cely´ch
cˇ´ısel v intervalu bude a tedy mu˚zˇeme prˇedpokla´dat v´ıce mozˇnosti cely´ch cˇ´ısel, ktery´ch k
m;zˇe naby´vat.
Da´le po snadne´ u´vaze mu˚zˇeme rˇ´ıct, zˇe at’ dosad´ıme za r jakoukoliv hodnotu, bude v in-
tervalu < − r+12 ;
r+1
2 > vzˇdy minima´lneˇ jedno cele´ cˇ´ıslo 0.
5.2 Urcˇen´ı mez´ı pro x a y
Nyn´ı, kdyzˇ jsme vyja´drˇili meze pro konstantu k, zjisteˇme podobneˇ meze pro vynechanou
va´hu x a vynechany´ label y. Zacˇneme mezemi pro va´hu x.
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Do vzorce pro k dosad´ıme nejprve tyto hodnoty: k = 1, y = 1 a vyja´drˇ´ıme x. Takto
spocˇteme doln´ı mez.
1 ≥
(r − 1)(n+ 2)
2n
+
x− r
n
,
x− r
n
≥ 1−
(r − 1)(n+ 2)
2n
,
x− r ≥ n−
(r − 1)(n+ 2)
2
,
x ≥ n+ r −
(r − 1)(n+ 2)
2
,
x ≥
2n+ 2r − (r − 1)(n+ 2)
2
,
x ≥
2n+ 2r − rn− 2r + n+ 2
2
,
x ≥
3n− rn+ 2
2
,
x ≥
n(3− r) + 2
2
.
Da´le dosad´ıme hodnoty: k = 1, y = n+ 1 a urcˇ´ıme horn´ı mez:
1 ≤
(r − 1)(n+ 2)
2n
+
x− r(n+ 1)
n
,
x− r(n+ 1)
n
≤ 1−
(r − 1)(n+ 2)
2n
,
x− r(n+ 1) ≤ n−
(r − 1)(n+ 2)
2
,
x ≤ n+ r(n+ 1)−
(r − 1)(n+ 2)
2
,
x ≤
2n+ 2rn+ 2r − (r − 1)(n+ 2)
2
,
x ≤
2n+ 2rn+ 2r − rn− 2r + n+ 2)
2
,
x ≤
3n+ rn+ 2
2
,
x ≤
n(3 + r) + 2
2
.
Urcˇili jsme tedy meze intervalu hodnot, ktere´ mu˚zˇe naby´vat vynechana´ va´ha
x ∈ 〈n(3−r)+22 ,
n(3+r)+2
2 〉, nav´ıc da´le mus´ı platit, zˇe x ∈ 〈l+1, l+2, . . . , l+n+1〉 . Snadno
mu˚zˇeme vypozorovat, zˇe pokud chceme, aby x bylo cele´ cˇ´ıslo, nesmı´ by´t n liche´ a soucˇasneˇ
r sude´.
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Stejny´m postupem sestroj´ıme tentokra´t interval pro vynechany´ label y. Pro vy´pocˇet doln´ı
meze dosad´ıme do stejne´ho vzorce, jako v prˇedesˇle´m vy´pocˇtu mez´ı hodnoty k = 1 a x = 1.
Dosta´va´me tedy:
1 ≤
(r − 1)(n+ 2)
2n
+
1− ry
n
,
1− ry
n
≤ 1−
(r − 1)(n+ 2)
2n
,
1− ry ≤ n−
(r − 1)(n+ 2)
2
,
−ry ≤ n− 1−
(r − 1)(n+ 2)
2
,
−ry ≤
2n− 2− (r − 1)(n+ 2)
2
,
−y ≤
2n− 2− rn− 2r + n+ 2
2r
,
−y ≤
3n− rn− 2r
2r
,
y ≥
−3n+ r(n+ 2)
2r
.
Pro vy´pocˇet horn´ı meze dosad´ıme hodnoty k = 1 a x = n+ 1:
1 ≥
(r − 1)(n+ 2)
2n
+
n+ 1− ry
n
,
n+ 1− ry
n
≥ 1−
(r − 1)(n+ 2)
2n
,
n+ 1− ry ≥ n−
(r − 1)(n+ 2)
2
,
−ry ≥ −1−
(r − 1)(n+ 2)
2
,
−ry ≥
−2− (r − 1)(n+ 2)
2
,
−y ≥
−2− rn+ 2 + n− 2r
2r
,
−y ≥
−rn+ n− 2r
2r
,
y ≤
−n+ r(n+ 2)
2r
.
Pro label tedy dosta´va´me interval 〈−3n+r(n+2)2r ,
−n+r(n+2)
2r 〉. Opeˇt se pokus´ıme urcˇit
neˇjake´ omezen´ı na pravidelnost r a pocˇet vrchol˚u n. Z mez´ı interval˚u je zrˇejme´, zˇe ome-
zen´ı na pravidelnost zˇa´dne´ nen´ı. Naopak mu˚zˇeme pozorovat, zˇe pocˇet vrchol˚u mus´ı by´t
sude´ cˇ´ıslo.
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5.3 Vynecha´n´ı prvku v mnozˇineˇ vah a mnozˇineˇ label˚u
Pokud jsme za promeˇnne´ k, r a n do vzorce pro vy´pocˇet konstanty k = (r−1)(n+2)2n +
(x−ry)
n
dosadili r˚uzne´ hodnoty, tak veˇtsˇina teˇchto vy´pocˇt˚u nevysˇla (v tom smyslu, zˇe jedna z
promeˇnny´ch x, y nepadla do prˇ´ıslusˇne´ho intervalu) a zda´ se zˇe tento postup nikam ne-
vede, zkusme nyn´ı zvolit jiny´ prˇ´ıstup. Chceme-li, aby va´hy(labely) tvorˇily aritmetickou
posloupnost, mus´ıme vynechat va´hu (label) 1 nebo n+ 1.
Dosad’me tedy postupneˇ tuto va´hu (label) prˇ´ımo do vzorce pro konstantu k a vyja´drˇeme.
Z vy´sledne´ho vztahu se pokus´ıme urcˇit jak spra´vneˇ konstantu k, pravidelnost r a pocˇet
vrchol˚u n vyja´drˇit tak, aby na´m zbyla´ promeˇneˇna´ x(y) patrˇila do intervalu, ktery´ jsme
pro tuto promeˇnou jizˇ urcˇili.
Nejprve se tedy pokusme dosa´hnout toho, aby va´hy tvorˇily aritmetickou posloupnost.
Ma´me tedy dveˇ mozˇnosti, kterou va´hu vynechat, a ¨ to prvn´ı (1) a posledn´ı (n+1) va´hu.
Nejdrˇ´ıve dosad´ıme do rovnice pro k za x = n+ 1. T´ımto dosazen´ım dosta´va´me opeˇt rov-
nici (1). Ovsˇem nyn´ı nebudeme hledat horn´ı mez, ale pravou stranu polozˇ´ıme rovnu straneˇ
leve´.
k =
(r − 1)(n+ 2)
2n
+
2(n+ 1− ry)
2n
,
k =
rn+ 2r − n− 2 + 2n+ 2− 2ry
2n
,
2kn = rn+ n+ 2r − 2ry,
2kn = n(r + 1) + 2r(1− y),
k =
2r(1− y) + n(r + 1)
2n
,
k =
r + 1
2
+
r(1− y)
n
⇒
y =
n(−2k + r + 1) + 2r
2r
.
Nyn´ı postup zopakujeme, ale za promeˇnou x dosad´ıme 1.Va´hy tedy budou tvorˇit sta´le
aritmetickou posloupnost.
k =
(r − 1)(n+ 2)
2n
+
2(1− ry)
2n
,
k =
rn+ 2r − n− 2 + 2− 2ry
2n
,
2kn = rn+ 2r − n− 2ry,
2kn = n(r − 1) + 2r(1− y),
k =
n(r − 1) + 2r(1− y)
2n
,
k =
r − 1
2
+
r(1− y)
n
⇒
y =
n(−2k + r − 1) + 2r
2r
.
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K teˇmto dveˇma vy´sledny´m rovnic´ım mu˚zˇeme da´le doplnit podmı´nky:
• 2 ≤ r ≤ n− 2,
• 1 ≤ y ≤ n+ 1, pro x = 1,
• 1 ≤ y ≤ n, pro x = n+ 1.
Prvn´ı podmı´nka na´m rˇ´ıka´, zˇe pravidelnost mus´ı by´t nejme´neˇ 2 a nejv´ıce n−2. Pravidelnost
nemu˚zˇe by´t rovna n, protozˇe graf, ktery´ ma´ pravidelnost rovnu pocˇtu vrchol˚u neexistuje.
Da´le mus´ıme vynechat i hodnotu r = n − 1, protozˇe tento graf je kompletn´ı graf a v ta-
kove´mto grafu hendikepove´ ohodnocen´ı neexistuje. Tento argument take´ mu˚zˇeme uplatnit
na nejmensˇ´ı mozˇnou hodnotu r. r nemu˚zˇe naby´vat hodnotu jedna, protozˇe takovy´ souvisl´ı
graf ma´ pouze dva vrcholy a je tedy kompletn´ı.
Druha´ podmı´nka je podmı´nka na vynechany´ label. Vynechany´ label, jak jsme jizˇ zmı´nili
vy´sˇe, mu˚zˇe naby´vat hodnoty z mnozˇiny {1, 2, ..., n+1}. Mus´ıme si ovsˇem da´t pozor, pokud
x = n+1, tak jizˇ nemu˚zˇeme dosadit za y = n+1, protozˇe pokud by x i y soucˇasneˇ naby´valo
hodnoty n+1, jednalo by se hendikepove´ ohodnocen´ı a tento typ ohodnocen´ı na´s nezaj´ıma´.
Nyn´ı budeme pozˇadovat, aby labely tvorˇily aritmetickou posloupnost. Stejneˇ jako v prˇ´ıpadeˇ
vah postupneˇ dosad´ıme do rovnice pro k za y hodnotu n + 1 a na´sledneˇ hodnotu 1. Po
obou teˇchto dosazen´ı vyja´drˇ´ıme konstantu k a na´sledneˇ druhou promeˇnnou x. Dosad´ıme
tedy y = n+ 1:
k =
(r − 1)(n+ 2)
2n
+
2(x− r(n+ 1))
2n
,
k =
rn+ 2r − n− 2 + 2x− 2rn− 2r
2n
,
2kn = 2x− rn− n− 2,
2kn = 2(x− 1)− n(r + 1),
k =
2(x− 1)− n(r + 1)
2n
,
k =
x− 1
n
−
r + 1
2
⇒
x =
n(2k + r + 1) + 2
2
.
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Dostali jsme tedy prˇedpis pro k po dosazen´ı y = n+ 1, nyn´ı vy´pocˇet zopakujeme pro
y = 1:
k =
(r − 1)(n+ 2)
2n
+
2(x− r)
2n
,
k =
rn+ 2r − n− 2 + 2x− 2r
2n
,
2kn = rn− n− 2 + 2x,
2kn = 2(x− 1) + n(r − 1),
k =
2(x− 1) + n(r − 1)
2n
,
k =
x− 1
n
+
r − 1
2
⇒
x =
n(2k − r + 1) + 2
2
.
I zde mu˚zˇeme doplnit podmı´nky:
• 2 ≤ r ≤ n− 2,
• 1 ≤ x ≤ n+ 1, pro y = 1,
• 1 ≤ x ≤ n, pro y = n+ 1.
Podmı´nky jsou stejne´, jako v prˇ´ıpadeˇ rovnic, kdy jsme dosazovali za promeˇnou x. Shrnˇme
nyn´ı dosazˇene´ vy´sledky a pokusme se dostat neˇjake´ omezen´ı na sudost/lichost pravidel-
nosti, nebo pocˇtu vrchol˚u.
y =
n(−2k + r + 1) + 2r
2r
, pro x = n+ 1.
y =
n(−2k + r − 1) + 2r
2r
, pro x = 1.
x =
n(2k − r + 1) + 2
2
, pro y = 1.
x =
n(2k + r + 1) + 2
2
, pro y = n+ 1.
Protozˇe zname´nko + a zname´nko− nema´ na sudost/ lichost celkove´ho cˇitatele vliv mu˚zˇeme
vzorce prˇepsat do na´sleduj´ıc´ı podoby:
y =
n(−2k + r − 1) + 2r
2r
.
x =
n(2k ∓ r + 1) + 2
2
.
Pokud chceme, aby promeˇnne´ x a y byly cele´ cˇ´ıslo mus´ı by´t cˇitatel obou zlomk˚u sudy´.
Pod´ıvejme se nejprve na cˇitatel prvn´ıho zlomku:
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n(−2k + r ± 1) + 2r.
Chceme, aby tento vy´raz bylo sude´ cˇ´ıslo. Hodnotu 2r je vzˇdy suda´ a nemus´ıme se j´ı tedy
zaby´vat a na´sledneˇ si tento vy´raz mu˚zˇeme pro jednoduchost napsat do na´sleduj´ıc´ı podoby:
n(−S + r ± L),
kde S je sude´ cˇ´ıslo, L liche´ cˇ´ıslo. Pokud by n bylo liche´ cˇ´ıslo tak vy´raz
(−S + r ± L),
mus´ı by´t sudy´, protozˇe v za´vorce ma´me sude´, plus/mı´nus liche´ cˇ´ıslo dostaneme z tohoto
soucˇtu/rozd´ılu opeˇt liche´ cˇ´ıslo a mu˚zˇeme psa´t:
(L+ r).
Mu˚zˇeme tedy rˇ´ıct, pokud chceme, aby vy´raz v cˇitateli byl sudy´, mus´ı pro n liche´ by´t r liche´
(ale takovy´ graf podle principu sudosti neexistuje). V nasˇem prˇ´ıpadeˇ na´s zaj´ımaj´ı pouze n
sude´. Protozˇe sude´ cˇ´ıslo je po vyna´soben´ı sudy´m i lichy´m cˇ´ıslem opeˇt sude´, mu˚zˇeme rˇ´ıct,
zˇe celkova´ hodnota v za´vorce (−S + r ± L) mu˚zˇe by´t jaka´koliv a tedy i pravidelnost r
mu˚zˇe by´t libovolna´.
Pokud pouzˇijeme stejne´ u´vahy i v cˇitateli druhe´ho zlomku:
n(2k ± r + 1) + 2,
dostaneme stejny´ za´veˇr. Tedy r mu˚zˇe by´t libovolne´.
6 Upravene´ hendikepove´ ohodnocen´ı
Prˇipomenˇme, zˇe v textu se zameˇrˇujeme na grafy se sudy´m pocˇtem vrchol˚u, tedy s 2n
vrcholy.
Definice 6.1. Necht’ G = (V,E) je jednoduchy´ neorientovany´ graf s 2n vrcholy. Zobrazen´ı
f : V → {1, 2 . . . , n2 }
⋃
{n+42 , . . . , n + 1} je nazy´va´no upravene´ hendikepove´ ohodnocen´ı
pokud existuje cˇ´ıslo ℓ, takove´, zˇe:
∑
u∈N(v) f(u) = ℓ+ f(v),
kde
∑
u∈N(v) f(u) je va´ha wf (v) vrcholu v.
Jedna´ se tedy o takove´ vrcholove´ ohodnocen´ı, kdy va´ha i-te´ho vrcholu v grafu lze
vypocˇ´ıtat, jako konstanta ℓ plus label dane´ho vrcholu f(i). Prˇicˇemzˇ v mnozˇineˇ vrchol˚u V
je vynechany´ label (n+2)2 (prostrˇedn´ıho) vrcholu a jeho va´ha.
Nyn´ı zvolme x = y. Tato volba na´m prˇijde jako prˇirozena´. Je vhodne´, abychom s vy-
nechany´m labelem vrcholu vynechali za´rovenˇ i jeho va´hu. Vy´hoda te´to volby je naprˇ´ıklad
prˇi vynecha´n´ı labelu a va´hy vrcholu n + 1. T´ımto vynecha´n´ım dostaneme upravene´ hen-
dikepove´ ohodnocen´ı, ktere´ je vlastneˇ klasicke´ hendikepove´ ohodnocen´ı, protozˇe va´hy i
labely tvorˇ´ı aritmetickou posloupnost.
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Tvrzen´ı 6.1. Meˇjme jednoduchy´ neorientovany´ graf G = (V,E), ktery´ ma´ upravene´ hen-
dikepove´ ohodnocen´ı. Prˇedpokla´dejme, zˇe:
• x = y,
• (r−1)(n+2)2n +
(x−ry)
n
= 0,
kde x je vynechana´ va´ha, y vynechany´ label, r pravidelnost grafu a n pocˇet vrchol˚u grafu.
Potom konstanta ℓ je urcˇena jednoznacˇneˇ podle vztahu ℓ = (r−1)(n+2)2 .
D˚ukaz. Nejprve:
oznacˇme symbolem x vynechanou va´hu z posloupnosti {1, 2, . . . , n+1} a symbolem y vy-
nechany´ label vrcholu z posloupnosti {1, 2, . . . , n+ 1}. Mu˚zˇeme tedy psa´t:
nℓ+
n+1∑
i=1
i− x = r(
n+1∑
i=1
i− y),
nℓ+
(n+ 1)(n+ 2)
2
− x = r(
(n+ 1)(n+ 2)
2
− y),
nℓ =
r(n+ 1)(n+ 2)
2
−
(n+ 1)(n+ 2)
2
− ry + x,
nℓ = (r − 1)
(n+ 1)(n+ 2)
2
− ry + x,
nℓ = (r − 1)
n(n+ 2)
2
+
(r − 1)1(n+ 2)
2
− ry + x,
ℓ =
(r − 1)(n+ 2)
2
+
(r − 1)(n+ 2)
2n
+
(x− ry)
n
.
Nyn´ı pouzˇijeme prˇedpoklad˚u a vyrˇesˇ´ıme dvojici rovnic o dvou nezna´my´ch:
x = y,
(r − 1)(n+ 2)
2n
+
(x− ry)
n
= 0,
(r − 1)(n+ 2)
2
= −x+ rx,
(r − 1)(n+ 2)
2
= −x(1− r),
(r − 1)(n+ 2)
2
= x(r − 1),
(n+ 2)
2
= x.
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Po dosazen´ı za x a y do rovnice pro vy´pocˇet konstanty ℓ dostaneme hodnotu ℓ:
ℓ = (r−1)(n+2)2
Du˚sledek 6.1. Ze z´ıskane´ho vztahu pro konstantu ℓ vyply´va´, zˇe upravene´ hendikepove´
ohodnocen´ı existuje pouze na grafech se sudy´m pocˇtem vrchol˚u. Pokud by n bylo liche´,
musela by by´t r take´ liche´, aby konstanta ℓ vysˇla cele´ cˇ´ıslo. Z principu sudosti v´ıme, zˇe
neexistuj´ı grafy ktere´ maj´ı r i n soucˇasneˇ liche´. Da´le jsme urcˇili label vrcholu ktery´, mus´ıme
vynechat. Jedna´ se o label vrcholu n+22 a z pozˇadavku x = y plyne, zˇe vynechana´ va´ha je
pra´veˇ vahou tohoto vrcholu.
Vsˇimneˇme si, zˇe v upravene´m hendikepove´m ohodnocen´ı se konstanta ℓ vypocˇ´ıta´
ℓ = (r−1)(n+2)2 ,
na rozd´ıl od hendikepove´ho ohodnocen´ı, kde
ℓ = (r−1)(n+1)2 .
Mu˚zˇeme se tedy pokusit, naj´ıt upravene´ hendikepove´ ohodnocen´ı v grafech splnˇuj´ıc´ıch
podmı´nky veˇty 4.3, ktere´ nemohou obsahovat hendikepove´ ohodnocen´ı. Nejprve se zameˇrˇme
na grafy, ktere´ budou mı´t pocˇet vrchol˚u n ≡ 2 (mod 4) a pravidelnost r = 2.
Protozˇe 1-pravidelne´ hendikepove´ grafy neexistuj´ı, tak se v dalˇs´ım textu budeme soustrˇedit
na grafy 2-pravidelne´.
6.1 2-pravidelne´ grafy
Podarˇilo se na´m nale´zt hendikepove´ ohodnocen´ı v na´sleduj´ıc´ıch 2-pravidelny´ch grafech.
Nejmensˇ´ı takovy´ 2-pravidelny´ graf ma´ n = 6 vrchol˚u. Spocˇ´ıta´me tedy label ktery´ mus´ıme
vynechat. Dosad´ıme do vy´sˇe uvedene´ho vzorce:
x =
(n+ 2)
2
,
x =
(6 + 2)
2
,
x = 4.
Mus´ıme tedy vynechat label f(v) = 4. Nyn´ı spocˇteme konstantu l. Opeˇt dosad´ıme do jizˇ
zna´me´ho vztahu:
l =
(r − 1)(n+ 2)
2
,
l =
(2− 1)(6 + 2)
2
,
l = 4.
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12 3
5
7
6
Obra´zek 25: Graf G1 s upraveny´m hendikepovy´m ohodnocen´ım.
Vy´sledny´ graf ma´ tedy mnozˇinu label˚u f(v) = {1, 2, 3, 5, 6, 7} a mnozˇinu vah w(v) =
{5, 6, 7, 9, 10, 11}. Nav´ıc jeho konstrukce je urcˇena jednoznacˇneˇ. Ma´-li va´ha vrcholu 1, by´t
5 jsou jeho sousede´ 2 a 3 urcˇeni jednoznacˇneˇ. Sousedn´ım vrchol˚um vrchol˚u 1 bude chybeˇt
pouze jeden dalˇs´ı soused. Ma´me pak pouze jednu mozˇnost, jak prˇiˇradit vrchol˚um chybeˇj´ıc´ı
sousedy, aby jednotlive´ va´hy korespondovaly s vy´pocˇtem. Takto budeme pokracˇovat, do-
kud nebudeme mı´t graf na obra´zku (25) zkonstruovany´.
Veˇta 6.1. Meˇjme 2-pravidelny´ graf G s upraveny´m hendikepovy´m ohodnocen´ım, pak plat´ı:
kazˇda´ komponenta G je isomorfn´ı s C6.
D˚ukaz. Nejprve si zvolme v grafuG libovolny´ vrchol a a jeho souseda vrchol b. Z prˇedpoklad˚u
veˇty v´ıme, zˇe v dane´m grafu G existuje upravene´ hendikepove´ ohodnocen´ı. Mu˚zˇeme tedy
podle definice (6.1) urcˇit va´hu vrcholu a, wf (a) = l + a a va´hu vrcholu b, wf (b) = l + b.
Situace je zna´zorneˇna´ na obra´zku 26. Va´hy jsou vyznacˇeny modrˇe a labely barvou zelenou.
a b
l+a l+b
Obra´zek 26: Vrchol a se sousedn´ım vrcholem b.
Protozˇe graf G je 2-pravidelny´, ma´ kazˇdy´ vrchol a i vrchol b jesˇteˇ jednoho souseda.
Vrchol a ma´ mı´t va´hu l + a. Abychom dostali pozˇadovanou va´hu, mus´ı mı´t jeho druhy´
sousedn´ı vrchol label l+a−b. Stejneˇ budeme nyn´ı postupovat i pro label druhe´ho souseda
vrcholu b. Druhy´ soused mus´ı by´t s labelem l + b− a.
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Da´le se pod´ıva´me na vrcholy l + a − b a l − a + b, obra´zek 27. Protozˇe zna´me jejich
va´hu:
wf (l + a− b) = l + l + a− b = 2l + a− b,
wf (l − a+ b) = l + l − a+ b = 2l − a+ b,
je label druhe´ho souseda vrcholu l + a− b i l − a+ b jednoznacˇneˇ urcˇen.
a b
l+a l+b
l+a-b l-a+b
2l+a-b 2l-a+b
Obra´zek 27: Prˇida´n´ı souseda vrcholu a a souseda vrcholu b.
Abychom pro vrchol l + a− b dostali pozˇadovanou va´hu, mus´ı mı´t jeho druhy´ soused
label 2l− b. Da´le pak vrchol l− a+ b mus´ı mı´t souseda 2l− a. I vrcholy 2l− b, 2l− a maj´ı
jesˇteˇ jednoho souseda. Vrchol 2l− b ma´ mı´t va´hu l+2l− b = 3l+ b a vrchol 2l− a ma´ mı´t
va´hu l + 2l − a = 3l − a. Label jejich druhe´ho souseda je tedy dany´. Vrchol 2l − b mus´ı
by´t sousedem 2l − a a vrcholu 2l − a sousedem vrcholu 2l − b (obr.28).
a b
l+a l+b
l+a-b l-a+b
2l+a-b 2l-a+b
2l-a2l-b
3l-b 3l-a
2l-a 2l-b
Obra´zek 28: Prˇida´n´ı souseda vrcholu l+a-b a souseda vrcholu l-a+b.
Nyn´ı si stacˇ´ı vsˇimnout, zˇe vrcholu 2l− a mus´ı by´t sousedn´ı s vrcholem 2l− b a vrchol
2l − b mus´ı by´t sousedem vrcholu 2l − a. Tyto dva vrcholy jsou tedy propojeny hranou.
Protozˇe vsˇechny vrcholy jsou jizˇ stupneˇ dva, nema´ zˇa´dny´ z nich uzˇ dalˇs´ıho souseda. Dostali
jsme tedy komponentu C6, ktera´ je zna´zorneˇna´ na obra´zku (29).
a
 
bl+a-b
2l-b l-a+b
2l-a
l+a
l+b2l+a-b
2l-a+b
3l-a
3l-b
Obra´zek 29: Komponenta C6.
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Protozˇe stejnou argumentaci mu˚zˇeme pouzˇ´ıt pro libovolne´ dva sousedn´ı vrcholy a, b,
bude vy´sledny´ graf G ∼= kC6, kde k ∈ {1, 2, . . . , n}, pokud existuje.
Mus´ıme jesˇteˇ uka´zat, zˇe kazˇde´ dva vrcholy a labely jsou r˚uzne´ a jedna´ se tak o cyklus C6.
Protozˇe vrcholy a a b jsou r˚uzne´, budou jisteˇ r˚uzne´ i dvojice vrchol˚u {l+ a− b, l− a+ b}
a {2l − a, 2l − b}.
Da´le plat´ı a 6= l, b 6= l (pro 2-pravidelne´ grafy je hodnota l rovna hodnoteˇ vynechane´ho
labelu), dvojice {a, 2l − a}, {b, 2l − b} budou tedy take´ r˚uzne´.
Take´ nemu˚zˇe nastat a = l − a + b ani b = l + a − b. Pokud by se tak stalo, v grafu G by
byly pouze vrcholy a, b a graf by nebyl 2-pravidelny´, to je ve sporu s prˇedpokladem.
Nyn´ı sporem uka´zˇeme, zˇe se nerovnaj´ı dvojice vrchol˚u {a, 2l + a − b} ani {b, 2l − a + b}.
Prˇedpokla´dejme:
a = l + a− b,
b = l − a+ b,
uprav´ıme:
l = b,
l = a,
a dosta´va´me spor s tvrzen´ım a 6= l, b 6= l.
Zby´va´ tedy uka´zat, zˇe l + a − b 6= 2l − a a l − a + b 6= 2l − b. V tomto prˇ´ıpadeˇ budeme
opeˇt postupovat sporem. Prˇedpokla´dejme tedy, zˇe plat´ı:
l + a− b = 2l − a,
l − a+ b = 2l − b.
Rovnice nyn´ı uprav´ıme do tvaru:
a = l − a+ b,
b = l + a− b.
A to je opeˇt spor. Jak jsme uka´zali vy´sˇe, toto z d˚uvodu 2-pravidelnosti grafu platit nemu˚zˇe.
Du˚kaz je tedy kompletn´ı.
Veˇta 6.2. Meˇjme 2-pravidelny´ graf s upraveny´m hendikepovy´m ohodnocen´ım. Pak jsou
splneˇny na´sleduj´ıc´ı podmı´nky:
1. kazˇda´ komponenta G je izomorfn´ı s C6,
2. pocˇet vrchol˚u n se nesmı´ rovnat n ≡ 12 (mod 24) a n ≡ 18 (mod 24).
D˚ukaz. Rozdeˇl´ıme d˚ukaz na dveˇ cˇa´sti, podle jednotlivy´ch nutny´ch podmı´nek:
1)Podmı´nka:
Meˇjme 2-pravidelny´ graf G s upraveny´m hendikepovy´m ohodnocen´ım. Struktura grafu G
je dana´ veˇtou 6.1. Vı´me tedy, zˇe kazˇda´ komponenta grafu G je izomorfn´ı s cyklem C6.
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2)Podmı´nka:
Nyn´ı uka´zˇeme, zˇe neexistuje v grafu G hendikepove´ ohodnocen´ı, pokud plat´ı, zˇe n ≡ 12, 18
(mod 24). ( (mod 24) vol´ıme z d˚uvodu prˇehlednosti jednotlivy´ch variant usporˇa´da´n´ı vr-
chol˚u v cyklu C6). Uved’me nejprve vsˇechny cˇtyrˇi mozˇnosti, ktere´ mohou nastat: n ≡
0, 6, 12, 18 (mod 24). Tyto mozˇnosti rozdeˇl´ıme na dveˇ kategorie:
1. ℓ = n+22 je liche´, tedy pro tyto prˇ´ıpady n ≡ 0, 12 (mod 24),
2. ℓ = n+22 je sude´, tedy pro tyto prˇ´ıpady n ≡ 6, 18 (mod 24).
Prˇipomenˇme, zˇe pro n = 6 jizˇ konstrukci 2-pravidelne´ho grafu G, ktery´ obsahuje hendike-
pove´ ohodnocen´ı, zna´me. Je zrˇejme´, zˇe prˇ´ıpad kdy n = 0 rˇesˇit take´ nemus´ıme. Pod´ıvejme
se nyn´ı postupneˇ na jednotlive´ kategorie.
Nejprve se budeme zaby´vat mozˇnost´ı 1), kdy ℓ je liche´. Z definice upravene´ho hendi-
kepove´ho ohodnocen´ı 6.1 v´ıme, zˇe va´ha jednotlivy´ch vrchol˚u se vypocˇ´ıta´ pomoc´ı vzorce
wf (v) = ℓ+ f(v). To znamena´, zˇe vrcholy se sudy´m labelem maj´ı lichou va´hu a vrcholy s
lichy´m labelem maj´ı va´hu sudou.
Prˇedpokla´dejme, zˇe vrchol v1j a v2j ma´ lichy´ label, tedy ma´ sudou va´hu. Protozˇe vrchol
v2j ma´ lichy´ label, mus´ı mı´t vrchol v6j take´ lichy´ label, aby bylo splneˇno, zˇe v1j ma´ sudou
va´hu (liche´ cˇ´ıslo plus liche´ je sude´ cˇ´ıslo). Aby i pro vrchol v2j platilo, zˇe bude mı´t sudou
va´hu, mus´ı mı´t vrchol v3j take´ label lichy´. Vrchol v6j ma´ lichy´ label, aby meˇl i tento vrchol
sudou va´hu, mus´ı mı´t i vrchol v5j label lichy´. Je zrˇejme´, zˇe vrchol v4j bude mı´t take´ lichy´
label a sudou va´hu (protozˇe, vrchol v3j i vrchol v5j maj´ı lichy´ label). Tato mozˇnost je
na obra´zku 30 oznacˇena velky´m cˇerveny´m p´ısmenem A (modrˇe je zna´zorneˇna parita jed-
notlivy´ch vah vrchol˚u, zeleneˇ parita jednotlivy´ch label˚u vrchol˚u a k1 uda´va´ celkovy´ pocˇet
cyklu C6 typu A v grafu G).
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Obra´zek 30: Zobrazen´ı parit label˚u a vah vrcholu grafu G, kdy ℓ je liche´.
Nyn´ı prˇedpokla´dejme, zˇe vrchol v1j ma´ lichy´ label, tedy sudou va´hu a vrchol v2j ma´
sudy´ label, lichou va´hu. To znamena´, zˇe vrchol v6j bude mı´t sudy´ label, lichou va´hu. v2j
ma´ mı´t va´hu lichou a vrchol v1j ma´ lichy´ label, tedy vrchol v3j mus´ı mı´t sudy´ label a
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lichou va´hu. Stejnou u´vahou mu˚zˇeme argumentovat v prˇ´ıpadeˇ vrcholu v5j , ktery´ tedy take´
mus´ı mı´t sudy´ label a lichou va´hu. Posledn´ım vrcholem v dane´m cyklu C6 je vrchol v4j .
Protozˇe jeho dva sousedn´ı vrcholy (v3j a v5j) maj´ı lichy´ label, bude mı´t v4j va´hu sudou
a tedy lichy´ label. Tento prˇ´ıpad je na obra´zku 30 oznacˇen velky´m cˇerveny´m p´ısmenem B
(k2 uda´va´ celkovy´ pocˇet cyklu C6 typu B v grafu G).
Jakoukoliv dalˇs´ı variantou parity label˚u a vah vrcholu v1j , v2j (tedy, zˇe v1j , v2j maj´ı
sudy´ label,lichou va´hu, nebo varianta, kdy vrchol v1j ma´ sudy´ label, lichou va´hu a vrchol
v2j ma´ lichy´ label, sudou va´hu.) dostaneme otocˇeny´ cyklus typu B.
Prˇ´ıpad, kdy ℓ je liche´ znamena´, zˇe cˇ´ıslo ktere´ z posloupnosti label˚u vynecha´me je liche´.
Celkovy´ pocˇet vrchol˚u n grafu G je sudy´, tedy label n+1, ktery´ prˇida´me do posloupnosti
label˚u mı´sto labelu n+22 bude lichy´. Mu˚zˇeme tedy konstatovat, zˇe v grafu G je stejny´ pocˇet
sudy´ch cˇ´ısel jako lichy´ch (z aritmeticke´ posloupnosti se sudy´m pocˇtem cˇ´ısel jsme jedno liche´
cˇ´ıslo vynechali a na´sledneˇ jedno liche´ cˇ´ıslo prˇidali). Spocˇteme nyn´ı, kolik lichy´ch cˇ´ısel a
sudy´ch je v grafu celkem.
Lichy´ch cˇ´ısel v cyklu typu A je 6, v cyklu B jsou licha´ cˇ´ısla 2 a suda´ cˇ´ısla 4. Protozˇe
sudy´ch a lichy´ch cˇ´ısel mus´ı by´t stejneˇ mu˚zˇeme psa´t na´sleduj´ıc´ı rovnici, kde na leve´ straneˇ
je pocˇet lichy´ch label˚u v cele´m grafu a na prave´ straneˇ pocˇet sudy´ch label˚u v cele´m grafu:
6k1 + 2k2 = 4k2,
kterou uprav´ıme do tvaru:
3k1 = k2.
Z te´to rovnice vyply´va´, zˇe v grafu G mus´ı by´t na kazˇdy´ cyklus typu A trˇi cykly typu B.
Celkovy´ pocˇet cykl˚u v G je tedy
3k1 + k1 = 4k1.
Pro prˇ´ıpad 1), kdy ℓ je liche´, nyn´ı mu˚zˇeme psa´t, zˇe pocˇet cyklu C6 je na´sobek 4, takzˇe pro
2-pravidelny´ graf neexistuje hendikepove´ ohodnocen´ı, pokud n = 12 (mod 24).
Pod´ıvejme se ted’ na prˇ´ıpad 2), kdy ℓ je sude´. Vrcholy se sudy´m labelem budou mı´t
sudou va´hu a vrcholy s lichy´m labelem budou mı´t lichou va´hu. Stejneˇ jako v prˇ´ıpadeˇ kdy
ℓ bylo liche´, i zde existuj´ı dva zp˚usoby, jak usporˇa´dat vrcholy do cykl˚u tak, aby parita
label˚u a vah odpov´ıdala.
Nejprve prˇedpokla´dejme, zˇe vrchol v1j ma´ stejneˇ jak vrchol v2j sudy´ label a sudou va´hu.
Pouzˇijeme stejny´ u´sudek jak v prvn´ım prˇ´ıpadeˇ, kdy ℓ bylo liche´ a urcˇ´ıme, zˇe vsˇechny ostatn´ı
vrcholy mus´ım mı´ take´ sudy´ label, sudou va´hu. Tato varianta cyklu C6 je zna´zorneˇna na
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obra´zku 31 velky´m cˇerveny´m p´ısmenem C (modrˇe jsou opeˇt zna´zorneˇny va´hy, zeleneˇ la-
bely a cˇ´ıslo i1 uda´va´ celkovy´ pocˇet cyklu C6 typu C v grafu G).
Druha´ varianta je takova´, kdy vrchol v1j ma´ sudy´ label, sudou va´hu a vrchol v2j ma´ lichy´
label, tedy lichou va´hou. Opeˇt stejneˇ jako v prˇedesˇly´ch prˇ´ıpadech odvod´ıme pro ostatn´ı vr-
choly paritu jejich label˚u a vah. Tato varianta je na obra´zku 31 oznacˇena velky´m cˇerveny´m
p´ısmenem D (i2 je celkovy´ pocˇet cyklu C6 typu D v grafu G). Stejneˇ jako v prˇedchoz´ım
prˇ´ıpadeˇ, i zde pro ostatn´ı mozˇnosti parity label˚u a vah vrchol˚u v1j , v2j dostaneme opeˇt
cyklus C6 typu D, pouze jinak natocˇeny´.
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Obra´zek 31: Zobrazen´ı parit label˚u a vah vrcholu grafu G, kdy ℓ je sude´.
V prˇ´ıpadeˇ, kdy cˇ´ıslo ℓ je sude´, neplat´ı, zˇe v grafu G je stejny´ pocˇet sudy´ch a lichy´ch
cˇ´ısel. Protozˇe z posloupnosti label˚u vynecha´me sude´ cˇ´ıslo a mı´sto neˇho prˇida´me cˇ´ıslo liche´
(stejneˇ jako v prˇedesˇle´m prˇ´ıpadeˇ bude cˇ´ıslo n+ 1 liche´, protozˇe celkovy´ pocˇet label˚u n je
sudy´), bude v grafu G o dveˇ licha´ cˇ´ısla vice, nezˇ cˇ´ısla sude´. Spocˇteme tedy pocˇet sudy´ch
a lichy´ch cˇ´ısel.
V cyklu typu C je 6 sudy´ch cˇ´ısel, v typu D jsou 2 suda´ cˇ´ısla a 4 cˇ´ısla licha´. Mus´ıme
si da´t ovsˇem pozor, protozˇe v tomto prˇ´ıpadeˇ je v grafu G o dveˇ licha´ cˇ´ısla v´ıce, nezˇ cˇ´ısel
sudy´ch (naprˇ. n = 6 jsou licha´ cˇ´ısla 1, 3, 5, 7 a suda´ 2, 6). P´ıˇseme tedy rovnici, opeˇt na
leve´ straneˇ rovnice je pocˇet lichy´ch label˚u v cele´m grafu a na prave´ straneˇ je pocˇet sudy´ch
label˚u v cele´m grafu:
2 + 6i2 + 2i1 = 4i1,
rovnici uprav´ıme:
1 + 3i2 = i1.
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To znamena´, zˇe pokud je v grafu G jeden cyklus typu C, mus´ı graf G spolu s n´ım take´
obsahovat trˇi plus jeden cyklus typu D. Celkovy´ pocˇet cykl˚u v grafu G je:
I2 + 3i2 + 1 = 4i2 + 1.
Tedy pro prˇ´ıpad 2), kdy ℓ je sude´, mus´ı v grafu G platit, zˇe n = 6 (mod 24) z tohoto
d˚uvodu pro 2-pravidelne´ grafy, ktere´ maj´ı pocˇet vrchol˚u n = 18 (mod 24), neexistuje
upravene´ hendikepove´ ohodnocen´ı.
Du˚kaz je tedy hotov.
V dalˇs´ı kapitole zmı´n´ıme nutne´ podmı´nky existence upravene´ho hendikepove´ho ohod-
nocen´ı pro 2-pravidelne´ grafy.
6.2 Existence upravene´ho hendikepove´ho ohodnocen´ı pro 2-pravidelne´
grafy
Nyn´ı se budeme zaby´vat ota´zkou, pro jaky´ pocˇet vrchol˚u v 2-pravidelne´m grafu upravene´
hendikepove´ ohodnocen´ı existuje.
Veˇta 6.3. Upravene´ hendikepove´ ohodnocen´ı pro 2-pravidelny´ graf G na n vrcholech exis-
tuje jestliˇze
n ≡ 0 (mod 24),
nav´ıc struktura grafu je jednoznacˇneˇ urcˇena´. Jedna´ se o tC6, kde t =
n
6 .
D˚ukaz. 1)Du˚kaz existence:
Pro doka´za´n´ı existence budeme postupovat konstruktivneˇ. K vytvorˇen´ı konstrukce jsme
modifikovali konstrukci z d˚ukaz tvrzen´ı o existenci gracio´zn´ıho ohodnocen´ı cyklu v cˇla´nku
[8]. Pop´ıˇseme postup, jak sestrojit 2-pravidelny´ graf na n ≡ 0 (mod 24) vrcholech tak,
aby tento graf meˇl upravene´ hendikepove´ ohodnocen´ı. Uvazˇujme v jednotlivy´ch cyklech
C6 porˇad´ı vrcholu, ktere´ je zna´zorneˇno na obra´zku 32.
Meˇjme graf G = t · C6. Nyn´ı oznacˇme:
i jako index vrcholu v cyklu, j jako cˇ´ıslo cyklu, vij jako i-ty´ vrchol j-te´ho cyklu a ohodnocen´ı
λ : V (G)→ {1, 2, . . . , n2 − 1,
n
2 + 1,
n
2 + 2, . . . , n+ 1}. Nyn´ı budeme jednotlivy´m vrchol˚um
labely prˇiˇrazovat na´sleduj´ıc´ım zp˚usobem:
λ(vij) =


n
8 i = 1 a j = 1
j−1
2 i = 1 , j liche´ a j > 1
n
3 + 1−
j
2 i = 1 , j sude´ a j ≤
n
12
n
3 −
j
2 i = 1 , j sude´ a j >
n
12
n
8 +
n
6 i = 2 a j = 1
n
6 + 1−
j+1
2 i = 2 , j liche´ a 1 < j <
n
12
n
6 −
j+1
2 i = 2 , j liche´ a j >
n
12
j
2 +
n
6 i = 2 , j sude´ a j <
n
6
n
6 i = 2 , j sude´ a j =
n
6
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Obra´zek 32: Porˇad´ı vrchol˚u v jednotlivy´ch komponenta´ch C6 grafu G.
Nyn´ı dopocˇ´ıta´me zby´vaj´ıc´ı labely vrchol˚u v jednotlivy´ch cyklech grafu:
n+ 2
2
− v1j + v2j , pro i = 3,
n+ 2− v1j pro i = 4,
n+ 2− v2j pro i = 5,
n+ 2
2
− v2j + v1j , pro i = 6.
2)Popis zobrazen´ı:
Nyn´ı ukazˇme, zˇe na´mi definovane´ zobrazen´ı je zobrazen´ı bijektivn´ı, specia´lneˇ, zˇe kazˇdy´
vzor ma´ pra´veˇ jeden sv˚uj obraz. Vezmeme jednotlive´ rˇa´dky prˇedpisu zobrazen´ı a urcˇ´ıme
interval do ktere´ho se zobraz´ı.
Je trivia´ln´ı si rozmyslet, zˇe prˇedpisem z prvn´ıho rˇa´dku dostaneme vzˇdy label hodnoty n8 .
Hodnoty dane´ prˇedpisem j−12 budou labely z intervalu 〈1,
n
12). Dalˇs´ı na rˇadeˇ jsou hodnoty
vypocˇtene´ prˇedpisem n3 +1−
j
2 , tato cˇ´ısla budou labely z intervalu (
7n
24 ,
n
3 〉. Da´le vezmeˇme
cˇ´ısla s prˇedpisem n3−
j
2 , tyto hodnoty budou labely z intervalu 〈
n
4 ,
7n
24 ). Cˇ´ıslo
n
8+
n
6 bude label
te´zˇe hodnoty tedy n8 +
n
6 =
7n
24 . Prˇedpisem
n
6 +1−
j+1
2 budou vypocˇteny labely v intervalu
(n8 ,
n
6 ) a na´sledneˇ prˇedposledn´ım prˇedpisem
j
2 +
n
6 dosa´hneme label˚u z intervalu 〈
n
6 +
1, n4 ). Zby´vaj´ıc´ı label
n
6 budou zastoupeny posledn´ım prˇedpisem
n
6 . Usporˇa´dane´ zna´zorneˇn´ı
zobrazen´ı jednotlivy´ch vy´pocˇt˚u do dany´ch interval˚u je zobrazeno na obra´zku 33.
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1 n/3
(j-1)/2
n/12 n/4
n/6-(j+1)/2
n/8
n/6+1-(j+1)/2
n/6
n/3-j/2 n/3+1-j/2j/2+n/6
7n/24
Obra´zek 33: Rozlozˇen´ı intervalu 〈1, n3 〉 na jednotlive´ pod intervaly podle prˇ´ıslusˇny´ch
prˇedpis˚u vypocˇtu label˚u
Nyn´ı se pod´ıvejme na labely z intervalu (n3 , n+1〉. Prˇedpisem
n+2
2 −v2j+v1j , dostaneme
lablely z intervalu (n3 ,
n
2 〉. Labely z intervalu (
n
2 + 2,
2n
3 + 1〉 budou odpov´ıdat prˇedpisu
n+2
2 + v2j − v1j (prˇipomenˇme, zˇe chybeˇj´ıc´ı label
n
2 + 1 v posloupnosti label˚u nen´ı, protozˇe
ℓ = n2 + 1). Posledn´ı dva prˇedpisy, tedy prˇedpis n + 2 − v1j a prˇedpis n + 2 − v2j bude
reprezentovat labely dane´ intervalem 〈2n3 + 2, n+ 1〉. Graficke´ zna´zorneˇn´ı vy´sˇe popsane´ho
je zna´zorneˇno na obra´zku 34 (cˇerveneˇ je zna´zorneˇn vynechany´ label n+22 ).
n/3 n/2
(n+2)/2-v1j+v2j n+2-v2j
n+12n/3+1
(n+2)/2+v1j-v2j n+2-v1j
Obra´zek 34: Rozlozˇen´ı intervalu (n3 , n+ 1〉 na jednotlive´ pod intervaly, podle prˇ´ıslusˇny´ch
prˇedpis˚u vypocˇtu label˚u
Protozˇe jsme uka´zali, zˇe kazˇdy´ vzor ma´ sv˚uj obraz, nav´ıc kazˇda´ hodnota je zastoupena
v intervalu < 1, 2, . . . , n+22 − 1,
n+2
2 + 1,
n+2
2 + 2, . . . , n + 1 > pouze jednou, jedna´ se o
bijektivn´ı zobrazen´ı.
3) Upravene´ hendikepove´ ohodnocen´ı:
Nyn´ı uka´zˇeme, zˇe vy´sˇe popsane´ zobrazen´ı je zobrazen´ı z definice 6.1, tedy upravene´
hendikepove´ ohodnocen´ı. Budeme postupovat na´sleduj´ıc´ım zp˚usobem. Nejprve vyja´drˇ´ıme
vsˇechny mozˇnosti usporˇa´da´n´ı vrchol˚u cyklu C6, ktere´ mohou nastat, tyto mozˇnosti jsou
zobrazeny na obra´zku 35 azˇ 40. Na´sledneˇ pro kazˇdy´ vrchol v jednotlivy´ch varianta´ch cykl˚u
vypocˇteme jeho va´hu. Va´hu budeme pocˇ´ıtat dvoj´ım zp˚usobem, nejprve podle definice
6.1, tedy wf (v) = ℓ + f(v) a za druhe´ vypocˇ´ıta´me va´hu vrchol˚u jako soucˇet label˚u jeho
soused˚u. Pokud obeˇma postupy vypocˇtene´ va´hy budou pro vsˇechny vrcholy ve vsˇech vari-
anta´ch stejne´, je na´mi zadefinovane´ zobrazen´ı upravene´ hendikepove´ ohodnocen´ı.
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i) Prˇedpokla´dejme j = 1.
Cyklus C6 bude mı´t usporˇa´da´n´ı label˚u vrchol˚u, ktere´ je zna´zorneˇne´ na obra´zku 35.
n/8
n/8+n/6(n+2)/2-n/6
n+2-n/8-n/6
(n+2)/2+n/6
n+2-n/8
Obra´zek 35: Varianta usporˇa´da´n´ı label˚u pro j = 1.
Nyn´ı vypocˇteˇme jednotlive´ va´hy obeˇma zp˚usoby:
Vrchol v1j :
wf (v1j) = ℓ+ f(v1j) =
n+2
2 +
n
8 =
5n
8 + 1
wf (v1j) =
n+2
2 −
n
6 +
n
8 +
n
6 =
5n
8 + 1
Vrchol v2j :
wf (v2j) = ℓ+ f(v2j) =
n+2
2 +
n
8 +
n
6 =
19n
24 + 1
wf (v2j) =
n+2
2 +
n
8 +
n
6 =
19n
24 + 1
Vrchol v3j :
wf (v3j) = ℓ+ f(v3j) =
n+2
2 +
n+2
2 +
n
6 =
14n+24
12
wf (v3j) =
n
8 +
n
6 + (n+ 2)−
n
8 =
14n+24
12
Vrchol v4j :
wf (v4j) = ℓ+ f(v4j) =
n+2
2 + (n+ 2)−
n
8 =
11n+24
8
wf (v4j) =
n+2
2 +
n
6 + (n+ 2)−
n
8 −
n
6 =
11n+24
8
Vrchol v5j :
wf (v5j) = ℓ+ f(v5j) =
n+2
2 + (n+ 2)−
n
8 −
n
6 =
29n+72
24
wf (v5j) =
n+2
2 + (n+ 2)−
n
8 −
n
6 =
29n+72
24
Vrchol v6j :
wf (v6j) = ℓ+ f(v6j) =
n+2
2 +
n+2
2 −
n
6 =
10n+24
12
wf (v6j) = (n+ 2)−
n
8 −
n
6 +
n
8 =
10n+24
12
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ii) Prˇedpokla´dejme j liche´, j > 1 a 1 < j < n12 .
Cyklus C6 bude mı´t usporˇa´da´n´ı label˚u vrchol˚u, ktere´ je zna´zorneˇne´ na obra´zku 36.
(j-1)/2
n/6+1-(j+1)/2
(n+2)/2-[n/6+1-(j+1)/2]+(j-1)/2
n+2-[n/6+1-(j+1)/2]
(n+2)/2-(j-1)/2+n/6+1-(j+1)/2
n+2-(j-1)/2
Obra´zek 36: Varianta usporˇa´da´n´ı label˚u pro j liche´, j > 1 a 1 < j < n12 .
Nyn´ı vypocˇteˇme jednotlive´ va´hy obeˇma zp˚usoby:
Vrchol v1j :
wf (v1j) = ℓ+ f(v1j) =
6n+6j+6
12
wf (v1j) =
n+2
2 − (
n
6 + 1−
j+1
2 ) +
j−1
2 +
n
6 + 1−
j+1
2 =
6n+6j+6
2
Vrchol v2j :
wf (v2j) = ℓ+ f(v2j) =
n+2
2 +
n
6 + 1−
j+1
2 =
−6j+8n+18
12
wf (v2j) =
n+2
2 +
n
6 + 1−
j+1
2 −
j−1
2 +
j−1
2 =
−6j+8n+18
12
Vrchol v3j :
wf (v3j) = ℓ+ f(v3j) =
n+2
2 +
n+2
2 −
j−1
2 +
n
6 + 1−
j+1
2 =
−12j+14n+36
12
wf (v3j) =
n
6 + 1−
j+1
2 + n+ 2−
j−1
2 =
−12j+14n+36
12
Vrchol v4j :
wf (v4j) = ℓ+ f(v4j) =
n+2
2 −
j−1
2 + n+ 2 =
−6j+18n+42
12
wf (v4j) = n+ 2− (
n
6 + 1−
j+1
2 ) +
n+2
2 −
j−1
2 +
n
6 + 1−
j+1
2 =
−6j+18n+42
12
Vrchol v5j :
wf (v5j) = ℓ+ f(v5j) =
n+2
2 + n+ 2− (
n
6 + 1−
j+1
2 ) =
6j+16n+30
12
wf (v5j) = n+ 2−
j−1
2 +
n+2
2 − (
n
6 + 1−
j+1
2 ) +
j−1
2 =
6j+16n+30
12
Vrchol v6j :
wf (v6j) = ℓ+ f(v6j) =
n+2
2 +
n+2
2 − (
n
6 + 1−
j+1
2 ) +
j−1
2 =
10n+12j+12
12
wf (v6j) =
j−1
2 + n+ 2− (
n
6 + 1−
j+1
2 ) =
10n+12j+12
12
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iii) Prˇedpokla´dejme j liche´, j > 1 a j > n12 .
Cyklus C6 bude mı´t usporˇa´da´n´ı label˚u vrchol˚u, ktere´ je zna´zorneˇne´ na obra´zku 37.
(j-1)/2
n/6-(j+1)/2
(n+2)/2-[n/6-(j+1)/2]+(j-1)/2
n+2-[n/6-(j+1)/2]
(n+2)/2-(j-1)/2+n/6-(j+1)/2
n+2-(j-1)/2
Obra´zek 37: Varianta usporˇa´da´n´ı label˚u pro j liche´, j > 1 a j > n12 .
Nyn´ı vypocˇteˇme jednotlive´ va´hy obeˇma zp˚usoby:
Vrchol v1j :
wf (v1j) = ℓ+ f(v1j) =
n+2
2 +
j−1
2 =
6n+6+6j
12
wf (v1j) =
n+2
2 − (
n
6 −
j+1
2 ) +
j−1
2 +
n
6 −
j+1
2 =
6n+6+6j
12
Vrchol v2j :
wf (v2j) = ℓ+ f(v2j) =
n+2
2 +
n
6 −
j+1
2 =
−6j+8n+6
12
wf (v2j) =
j−1
2 +
n+2
2 −
j−1
2 +
n
6 −
j+1
2 =
−6j+8n+6
12
Vrchol v3j :
wf (v3j) = ℓ+ f(v3j) =
n+2
2 +
n+2
2 −
j−1
2 +
n
6 −
j+1
2 =
−12j+14n+24
12
wf (v3j) = n+ 2−
j+1
2 +
n
6 −
j+1
2 =
−12j+14n+24
12
Vrchol v4j :
wf (v4j) = ℓ+ f(v4j) =
n+2
2 + n+ 2−
j−1
2 =
−6j+18n+42
12
wf (v4j) =
n+2
2 −
j−1
2 +
n
6 −
j+1
2 + n+ 2− (
n
6 −
j+1
2 ) =
−6j+18n+42
12
Vrchol v5j :
wf (v5j) = ℓ+ f(v5j) =
n+2
2 + n+ 2− (
n
6 −
j+1
2 ) =
6j+16n+42
12
wf (v5j) =
n+2
2 − (
n
6 −
j+1
2 ) +
j−1
2 + n+ 2−
j−1
2 =
6j+16n+42
12
Vrchol v6j :
wf (v6j) = ℓ+ f(v6j) =
n+2
2 +
n+2
2 − (
n
6 −
j+1
2 ) +
j−1
2 =
12j+10n+24
12
wf (v6j) =
j−1
2 + n+ 2− (
n
6 −
j+1
2 ) =
12j+10n+24
12
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iv) Prˇedpokla´dejme j sude´ a j ≤ n12 , tedy plat´ı i j <
n
6 .
Cyklus C6 bude mı´t usporˇa´da´n´ı label˚u vrchol˚u, ktere´ je zna´zorneˇne´ na obra´zku 38.
n/3+1-j/2
n/6+j/2
(n+2)/2-(n/6+j/2)+n/3+1-j/2
n+2-(n/6+j/2)
(n+2)/2-(n/3+1-j/2)+n/6+j/2
n+2-(n/3+1-j/2)
Obra´zek 38: Varianta usporˇa´da´n´ı label˚u pro j sude´ a j ≤ n12 .
Nyn´ı vypocˇteˇme jednotlive´ va´hy obeˇma zp˚usoby:
Vrchol v1j :
wf (v1j) = ℓ+ f(v1j) =
n+2
2 +
n
3 + 1−
j
2 =
−6j+10n+24
12
wf (v1j) =
n+2
2 − (
j
2 +
n
6 ) +
n
3 + 1−
j
2 +
j
2 +
n
6 =
−6j+10n+24
12
Vrchol v2j :
wf (v2j) = ℓ+ f(v2j) =
n+2
2 +
j
2 +
n
6 =
6j+8n+12
12
wf (v2j) =
n
3 + 1−
j
2 +
n+2
2 − (
n
3 + 1−
j
2) +
j
2 +
n
6 =
6j+8n+12
12
Vrchol v3j :
wf (v3j) = ℓ+ f(v3j) =
n+2
2 +
n+2
2 − (
n
3 + 1−
j
2) +
j
2 +
n
6 =
12j+10n+12
12
wf (v3j) =
j
2 +
n
6 + n+ 2− (
n
3 + 1−
j
2) =
12j+10n+12
12
Vrchol v4j :
wf (v4j) = ℓ+ f(v4j) =
n+2
2 + n+ 2− (
n
3 + 1−
j
2) =
6j+14n+24
12
wf (v4j) = n+ 2− (
j
2 +
n
6 ) +
n+2
2 − (
n
3 + 1−
j
2) +
j
2 +
n
6 =
6j+14n+24
12
Vrchol v5j :
wf (v5j) = ℓ+ f(v5j) =
n+2
2 + n+ 2− (
j
2 +
n
6 ) =
−6j+16n+36
12
wf (v5j) = n+ 2− (
n
3 + 1−
j
2) +
n+2
2 − (
j
2 +
n
6 ) +
n
3 + 1−
j
2 =
−6j+16n+36
12
Vrchol v6j :
wf (v6j) = ℓ+ f(v6j) =
n+2
2 +
n+2
2 − (
j
2 +
n
6 ) +
n
3 + 1−
j
2 =
−12j+14n+36
12
wf (v6j) =
n
3 + 1−
j
2 + n+ 2− (
j
2 +
n
6 ) =
−12j+14n+36
12
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v) Prˇedpokla´dejme j sude´, j > n12 a j <
n
6 .
Cyklus C6 bude mı´t usporˇa´da´n´ı label˚u vrchol˚u, ktere´ je zna´zorneˇne´ na obra´zku 39.
n/3-j/2
n/6+j/2
(n+2)/2-(n/6+j/2)+n/3-j/2
n+2-(n/6+j/2)
(n+2)/2-(n/3-j/2)+n/6+j/2
n+2-(n/3-j/2)
Obra´zek 39: Varianta usporˇa´da´n´ı label˚u pro j sude´, j > n12 a j <
n
6 .
Nyn´ı vypocˇteˇme jednotlive´ va´hy obeˇma zp˚usoby:
Vrchol v1j :
wf (v1j) = ℓ+ f(v1j) =
n+2
2 +
n
3 −
j
2 =
−6j+10n+12
12
wf (v1j) =
n+2
2 − (
j
2 +
n
6 ) +
n
3 −
j
2 +
j
2 +
n
6 =
−6j+10n+12
12
Vrchol v2j :
wf (v2j) = ℓ+ f(v2j) =
n+2
2 +
j
2 +
n
6 =
6j+8n+12
12
wf (v2j) =
n
3 −
j
2 +
n+2
2 − (
n
3 −
j
2) +
j
2 +
n
6 =
6j+8n+12
12
Vrchol v3j :
wf (v3j) = ℓ+ f(v3j) =
n+2
2 +
n+2
2 − (
n
3 −
j
2) +
j
2 +
n
6 =
10n+12j+24
12
wf (v3j) =
j
2 +
n
6 + n+ 2− (
n
3 −
j
2) =
10n+12j+24
12
Vrchol v4j :
wf (v4j) = ℓ+ f(v4j) =
n+2
2 + n+ 2− (
n
3 −
j
2) =
10n+6j+36
12
wf (v4j) = n+ 2− (
j
2 +
n
6 ) +
n+2
2 − (
n
3 −
j
2) +
j
2 +
n
6 =
10n+6j+36
12
Vrchol v5j :
wf (v5j) = ℓ+ f(v5j) =
n+2
2 + n+ 2− (
j
2 +
n
6 ) =
−6j+16n+36
12
wf (v5j) = n+ 2− (
n
3 −
j
2) +
n+2
2 − (
j
2 +
n
6 ) +
n
3 −
j
2 =
−6j+16n+36
12
Vrchol v6j :
wf (v6j) = ℓ+ f(v6j) =
n+2
2 +
n+2
2 − (
j
2 +
n
6 ) +
n
3 −
j
2 =
−12j+14n+24
12
wf (v6j) =
n
3 −
j
2 + n+ 2− (
j
2 +
n
6 ) =
−12j+14n+24
12
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vi) Prˇedpokla´dejme j sude´ a j = n6 , tedy plat´ı i j >
n
12 .
Cyklus C6 bude mı´t usporˇa´da´n´ı label˚u vrchol˚u, ktere´ je zna´zorneˇne´ na obra´zku 40.
n/3-j/2
n/6
(n+2)/2-n/6+n/3-j/2
n+2-n/6
(n+2)/2-(n/3-j/2)+n/6
n+2-(n/3-j/2)
Obra´zek 40: Varianta usporˇa´da´n´ı label˚u pro j sude´ a j = n6 .
Nyn´ı vypocˇteˇme jednotlive´ va´hy obeˇma zp˚usoby:
Vrchol v1j :
wf (v1j) = ℓ+ f(v1j) =
n+2
2 +
n
3 −
j
2 =
−6j+10n+12
12
wf (v1j) =
n+2
2 −
n
6 +
n
3 −
j
2 +
n
6 =
−6j+10n+12
12
Vrchol v2j :
wf (v2j) = ℓ+ f(v2j) =
n+2
2 +
n
6 =
8n+12
12
wf (v2j) =
n
3 −
j
2 +
n+2
2 − (
n
3 −
j
2) +
n
6 =
8n+12
12
Vrchol v3j :
wf (v3j) = ℓ+ f(v3j) =
n+2
2 +
n+2
2 − (
n
3 −
j
2) +
n
6 =
6j+10n+24
12
wf (v3j) =
n
6 + n+ 2− (
n
3 −
j
2) =
6j+10n+24
12
Vrchol v4j :
wf (v4j) = ℓ+ f(v4j) =
n+2
2 + n+ 2− (
n
3 −
j
2) =
6j+14n+36
12
wf (v4j) = n+ 2−
n
6 +
n+2
2 − (
n
3 −
j
2) +
n
6 =
6j+14n+36
12
Vrchol v5j :
wf (v5j) = ℓ+ f(v5j) =
n+2
2 + n+ 2−
n
6 =
16n+36
12
wf (v5j) =
n+2
2 −
n
6 +
n
3 −
j
2 + n+ 2− (
n
3 −
j
2) =
16n+36
12
Vrchol v6j :
wf (v6j) = ℓ+ f(v6j) =
n+2
2 −
n
6 +
n
3 −
j
2 +
n+2
2 =
−6j+14n+24
12
wf (v6j) =
n
3 −
j
2 + n+ 2−
n
6 =
−6j+14n+24
12
Dane´ zobrazen´ı je tedy upravene´ hendikepove´ ohodnocen´ı.
Uka´zali jsme, zˇe pro 2-pravidelny´ graf G existuje upravene´ hendikepove´ ohodnocen´ı
jen kdyzˇ n ≡ 0 (mod 24).
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V dalˇs´ım textu budeme vyuzˇ´ıvat na´sleduj´ıc´ı definici a pomocne´ tvrzen´ı.
Definice 6.2. [9] Skolemova posloupnost rˇa´du n je posloupnost S = (s1, s2, · · · , s2n) o 2n
cˇ´ıslech, splnˇuj´ıc´ı na´sleduj´ıc´ı dveˇ podmı´nky:
1. Pro kazˇde´ k ∈ {1, 2, 3, · · · , n} existuj´ı prˇesneˇ dveˇ cˇ´ısla sx, sy tak zˇe sx = sy = j.
2. Pokud sx = sy = j, pak y − x = j.
Uved’me nyn´ı pro tuto rˇadu nutnou a postacˇuj´ıc´ı podmı´nku.
Tvrzen´ı 6.2. [9] Skolemova posloupnost existuje pouze tehdy a jen tehdy, pokud n ≡ 0, 1
(mod 4). Tato podmı´nka je nutna´ za´rovenˇ i postacˇuj´ıc´ı.
Veˇta 6.4. Meˇjme 2-pravidelny´ graf G na n vrcholech. V grafu G m˚uzˇe existovat upravene´
hendikepove´ ohodnocen´ı jestliˇze n ≡ 6 (mod 24)
D˚ukaz. Du˚kaz provedeme konstruktivn´ı metodou. Vyuzˇijeme vy´sˇe uvedene´ Skolemovy po-
sloupnosti. Pomoc´ı te´to posloupnosti urcˇ´ıme labely vrchol˚u v1j a v2j (prˇedpokla´dejme
usporˇa´da´n´ı vrchol˚u zna´zorneˇne´ na obra´zku 32). Zbyle´ labely dopocˇ´ıta´me pomoc´ı veˇty 6.1.
Naprˇ´ıklad Skolemova posloupnost rˇa´du peˇt (n3 = 10) ma´ na´sleduj´ıc´ı tvar: 2, 4, 2, 3, 5, 4, 3, 1, 1, 5.
Labely vrchol˚u vij a vi+1,j urcˇ´ıme jako cˇ´ısla, ktere´ maj´ı ve Skolemoveˇ rˇadeˇ index i, v tomto
prˇ´ıpadeˇ tedy v11 = 8 a v12 = 9, kde i ∈ {1, 2, 3, . . .
n
3 }.
Obecneˇ labely jednotlivy´m vrchol˚um budeme prˇiˇrazovat podle na´sleduj´ıc´ıho prˇedpisu:
λ(vij) =


x i = 1,
y i = 2,
n+2
2 − v1j + v2j , i = 3,
n+ 2− v1j i = 4,
n+ 2− v2j i = 5,
n+2
2 − v2j + v1j , i = 6.
Pomoc´ı prvn´ıch dvou rˇa´dk˚u prˇedpisu urcˇ´ıme labely vrchol˚u grafu G v intervalu 〈1, n3 〉.
V takto zhotovene´ posloupnosti label˚u se zˇa´dne´ cˇ´ıslo nebude opakovat a nav´ıc v intervalu
〈1, n3 〉 budou zastoupeny vsˇechny hodnoty. Protozˇe zˇa´dny´ index se ve Skolemoveˇ posloup-
nosti neopakuje, je zrˇejme´, zˇe rozd´ıl v1j − v2j se nebude rovnat soucˇtu v1j + v2j . Nyn´ı
prˇedpokla´dejme (bez u´jmy na obecnosti), zˇe hodnota labelu vrcholu v1j je mensˇ´ı, nezˇ hod-
nota vrcholu v2j , pak vrchol v3j bude naby´vat hodnot label˚u z intervalu 〈
n
2 + 2,
2n
3 + 1〉.
Vrcholy v4j , v5j , budou mı´t hodnoty z intervalu (
2n
3 + 1, n + 1〉 a zby´vaj´ıc´ı hodnoty la-
bel˚u, tedy hodnoty z interval (n3 ,
n
2 〉 budou zastoupeny vrcholem v6j . Na obra´zku 41 je
zna´zorneˇno jednotlive´ rozmı´steˇn´ı label˚u v grafu G. Hodnota zna´zorneˇna´ cˇervenou barvou,
zna´zornˇuje vynechany´ label n+22 .
Tato konstrukce lze aplikovat i na grafy, pro neˇzˇ plat´ı n ≡ 0 (mod 24).
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1 n+1n/3 2n/3+1n/2
n/2+2v6v1,v2 v3 v4,v5
Obra´zek 41: Zna´zorneˇn´ı hodnot label˚u, ktere´ budou naby´vat jednotlive´ vrcholy
Shrnˇme nyn´ı vy´sˇe dosazˇene´ vy´sledky do na´sleduj´ıc´ı veˇty:
Veˇta 6.5. 2- pravidelny´ upraveny´ hendikepovy´ graf existuje pouze pro n ≡ 0, 6 (mod 24).
Nav´ıc kazˇda´ komponenta je izomorfn´ı s grafem C6.
D˚ukaz. Z veˇty 6.1 plyne, zˇe pokud 2-pravidelny´ graf G obsahuje upravene´ hendikepove´
ohodnocen´ı, pak je kazˇda´ komponenta tohoto grafu isomorfn´ı s cyklem C6.
Nutna´ podmı´nka existence upravene´ho hendikepove´ho ohodnocen´ı pro 2-pravidelne´ grafy
je ve veˇteˇ 6.2 a rˇ´ıka´ na´m, zˇe pocˇet vrchol˚u n v grafu G mus´ı mı´t na´sleduj´ıc´ı tvar:
n ≡ 0, 6 (mod 24).
Konstrukce 2-pravidelny´ch graf˚u s upraveny´m hendikepovy´m ohodnocen´ım je pro jed-
notlive´ prˇ´ıpady v na´sleduj´ıc´ıch dvou veˇta´ch.:
• pro n ≡ 0 (mod 24) veˇta 6.3,
• pro n ≡ 0, 6 (mod 24) veˇta 6.4.
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7 Za´veˇr
Tato diplomova´ pra´ce se zaby´va´ problematikou grafovy´ch ohodnocen´ı (zejme´na magicky´ch
grafovy´ch ohodnocen´ı) a jejich mozˇny´m zobecneˇn´ım i na trˇ´ıdy grafu, kde dane´ ohodnocen´ı
dle klasicke´ definice neexistuje. Jsou zde uvedeny prakticke´ aplikace magicky´ch ohodno-
cen´ı pro pla´nova´n´ı sportovn´ıch turnaj˚u. V kapitole 3 je sepsa´n prˇehled neˇktery´ch vy-
brany´ch vy´znamny´ch grafovy´ch ohodnocen´ı spolu s prˇ´ıslusˇny´mi dosud zna´my´mi vy´sledky.
Pro snadneˇjˇs´ı pochopen´ı definic a vy´sledku pro jednotlive´ ohodnocen´ı uva´d´ıme v kapitole
2 za´kladn´ı pojmy z teorie graf˚u, ktere´ souvisej´ı s danou problematikou.
Hlavn´ı vy´sledek pra´ce je definice takzvane´ho upravene´ho hendikepove´ho ohodnocen´ı (UHO)
a kompletn´ı vyrˇesˇen´ı jeho existence pro 2-pravidelne´ grafy. UHO je zobecneˇn´ım jizˇ zna´me´ho
hendikepove´ho ohodnocen´ı, kdy uvolneˇn´ı pozˇadavku na usporˇa´da´n´ı label˚u vrchol˚u do arit-
meticke´ posloupnosti {1, 2, . . . n} (labely jsou usporˇa´da´ny do posloupnosti {1, 2 . . . , n2 }
⋃
{n+42 , . . . , n+
1}, tedy je vynecha´n label n+22 ) umozˇnˇuje aplikaci tohoto ohodnocen´ı i na grafy, kde exis-
tence klasicke´ho hendikepove´ho ohodnocen´ı je vyloucˇena veˇtami 4.2 a 4.3.
Uka´zali jsme, zˇe nejmensˇ´ı graf obsahuj´ıc´ı toto zobecneˇne´ ohodnocen´ı je cyklu C6, ktery´ je
zobrazen na obra´zku 25. Da´le jsme doka´zali, zˇe pokud obsauje 2-pravidelny´ graf UHO, je
kazˇda´ komponenta tohoto grafu izomorfn´ı s cyklem C6 (veˇta 6.1). Jako d˚ukazovou tech-
niku te´to veˇty jsme pouzˇili spor, prˇ´ı d˚ukazu jsme take´ sestavili sche´ma, ktere´ na´m ukazuje,
jaky´m zp˚usobem cyklus C6 sestavit tak, aby va´hy pro jednotlive´ vrcholy vi odpov´ıdaly
(obra´zek 29). Jsou zde zformulova´ny dva mozˇne´ zp˚usoby konstrukce upravene´ho hendike-
pove´ho ohodnocen´ı pro 2-pravidelne´ grafy. Prvn´ı z teˇchto konstrukc´ı je zalozˇena na tvrzen´ı
z cˇla´nku [8] a lze jej aplikovat na 2-pravidelne´ grafy, pro ktere´ plat´ı n ≡ 0 (mod 24). Druha´
konstrukce vycha´z´ı ze Skolemovy´ch posloupnost´I a lze ji aplikovat jak na grafy, pro ktere´
plat´ı n ≡ 0 (mod 24), tak i na grafy kde n ≡ 6 (mod 24). Ve veˇteˇ 6.2 jsme uka´zali nutne´
podmı´nky existence. Du˚sledkem te´to veˇty pro zbyle´ dva prˇ´ıpady (n ≡ 12, 18 (mod 24))
2-pravidelny´ch graf˚u UHO neexistuje.
Vsˇechny tyto vy´sledky jsou shrnuty ve veˇteˇ 6.5, ktera´ je ja´drem te´to diplomove´ pra´ce.
Ocˇeka´va´me, zˇe upravene´ hendikepove´ ohodnocen´ı bude mozˇne´ aplikovat i na neˇktere´ trˇ´ıdy
3-pravidelny´ch graf˚u. Z cˇasove´ho hlediska se na´m nepodarˇilo prosˇetrˇit pro ktere´. Tato
ota´zka tedy z˚usta´va´ otevrˇena´ pro dalˇs´ı mozˇne´ za´jemce o tuto problematiku.
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